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。 本 书 介绍 近 20 FRREKN—THAL i f H PH. ABD 
TAE BERI PRL ERY t. AE PRES n A JR AF MUE REA PE BT 
等 . 本 书 是 国内 第 一 本 介绍 组 全 矩阵 论 的 专著 ,从 而 填补 了 我 国 在 这 方 
面 理 论 的 空白 . 它 在 信息 科学 .经济 数学 .计算 机 网 络 以 及 并 行 计算 等 
方面 有 重要 的 诺 用 ,从 而 本 书 是 这 几 方 面 科学 工作 者 极 好 的 参考 读物 . 
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最 近 我 访问 加 拿 大 、 mk. K NT RS E 
来 的 新 著 《 组 合 矩 阵 论 》 ， 连 日 展 阅 ， 觉 题材 内 容 清新 优美 ， 
AREF. 

特别 可 贵 的 是 ,这 是 一 本 成 果 丰 硕 的 创造 性 著作 ， 其 中 论 
述 了 中 国 中 青年 学 者 对 组 合 矩 阵 论 的 一 系列 最 新 贡献 , 包括 著 
者 本 人 与 李 乔 、 邵 嘉 裕 二 教授 联合 获得 国家 教委 科技 进步 一 等 
奖 的 合作 成 果 . 无 疑 ， 这 些 成 果 在 国际 上 是 居于 领先 地 位 的 . 

矩阵 之 能 作为 表现 并 分 析 组 合 论 及 图 论 问题 的 工具 ,这 个 
很 自然 的 思想 ， 起 源 甚 早 ， 但 “组合 矩阵 沦 ” 作为 一 个 新 的 数 
学 分 支 ， 开始 被 世界 数学 界 所 注目 ， 实 应 归功 于 H. J. Ryser 于 
1973 年 所 做 的 演讲 和 著作 ， 近 年 还 出 现 了 Brualdi 和 Ryser 的 
专著 ,但 柳 柏 濠 的 这 本 著作 包含 有 不 少 新 的 题材 内 容 ， 具 有 很 
不 相同 的 特色 . | | 

从 这 本 新 著 可 以 看 出 ， 中 国学 者 对 发 展 “组合 矩阵 论 " 这 
一 新 分 支 居 于 特别 重要 的 地 位 ,而 且 还 为 今后 的 组 合 论 研 究 工 
作者 开辟 出 一 些 很 有 前 途 的 新 方向 ， 故 本 人 乐意 为 这 本 新 著作 
序 ， 并 希望 今后 还 将 见 到 这 本 书 的 英 译本 能 早日 问世 . 


Dit 


RAB 
| 1994 ££ 2 H 16 日 于 大 连理 工大 学 
数学 科学 研究 所 


前 = 


ML LLLI SES DA 3 Er MET 
分 支 . 它 用 矩阵 论 和 线性 代数 来 证 明 组 合 性 定理 及 对 组 合 结 村 
进行 描述 和 分类. 同时， 也 把 组 合 论 的 思想 和 论证 方法 用 于 和 
阵 的 精细 分 析 及 揭示 阵列 的 内 在 组 合 性 质 、 

组 合 矩 阵 论 不 仅 与 众多 的 数学 领域 (数论 、 iler, E 
沦 和 概率 论 等 ) AER, UB Eli BF. test, g 
省 数学 和 计算 机 科学 等 许多 方面 都 有 具体 的 应 用 背景 . 

从 美国 数学 家 HL J. Ryser 1973 年 1 H. EW AR 
论 ” 的 讲演 中 ， 第 一 次 提出 这 个 数学 分 支 开始 ， 到 最 近 R. A 
Brualdi 和 H. J. Ryser 的 第 一 本 专著 《组 合 矩 阵 论 》 (Combina 
torial matrix theory) 问世 ， 其 间 只 不 过 20 年 ， 在 国内 外 数学 杂 
志 上 ,组 合 和 矩阵 论 的 新 成 果 ， 新 闻 题 ， 新 概念 ， 新 方法 不 断 滑 
现 ， 显示 了 这 个 数学 新 分 支 的 强大 生命 力 和 应 用 前 景 . 特别 值 
得 指出 的 是 ， 在 这 一 数学 理论 的 创建 和 发 展 中 ， 留 下 了 很 多 中 
国学 者 领先 性 工作 的 记录 ` 

在 本 书 中 ， 主 要 介绍 了 矩阵 和 图 的 庶 (第 一 章 ), 矩阵 的 组 
SHER (第 二 章 ), 非 负 算 阵 的 竺 序列 (第 三 章 ), 组 合理 论 的 矩 
阵 方法 (第 四 章 ) MAGERAN (第 五 章 ) SERAN. ES 
述 中 ,我 们 假定 读者 已 具备 了 线性 代数 、 图 论 、 数论 的 某 些 基 
本 知识 , 对 矩阵 论 中 的 一 些 在 每 一 本 专著 几乎 都 能 找到 的 定理 
(如 非 负 答 阵 的 Perron-Frobenius 定理 ) 我 们 不 作 详 细 证 明 ， 

本 书 的 写作 , 一 方面 希 图 向 读者 介绍 组 合 矩阵 论 这 一 迅速 
凯 起 的 数学 分 支 ， 另 一 方面 ,希望 吸引 更 多 的 学 者 参加 这 一 理 


论 的 研究 ， 因 此 ， 本 书 的 选材 ， 大 多 数 是 这 一 理论 近年 来 日 赵 
活路 的 识 题 , 在 概述 课 超 的 研究 进展 时 ， 我 们 对 中 国学 者 包括 
作者 本 人 的 工作 ; 给 予 足 够 的 注视 ， 这 也 是 本 书 与 近年 出 版 的 
第 一 本 专著 《组 合 矩阵 论 》 (Brualdi and Ryser) 不 同 的 另 一 特 
&. 
1988 年 作者 在 美国 Wisconsin 大 学 R. A. Brualdi 教授 的 指 
导 下 开始 对 组 全 矩阵 论 的 学 习 和 研究 从此， 作者 萌发 了 写作 
本 书 的 计划 .回国 后 ， 在 写作 此 书 的 过 程 中 ， 得 到 了 我 的 导师 
徐 利 治 教授 ， 钟 集 教 授 的 热情 就 成 ， 得 到 了 我 的 师长 和 期 友 ， 
RRS, FMEN, BERKE, HUM. KWER 
授 ， 张 克 民 教授 ， 毛 经 中 教授 ， 张 谋 成 教授 的 帮助 ， 李 乔 教授 
和 部 嘉 裕 数 授 与 作者 合作 的 获 国家 教委 科技 进步 一 等 奖 的 成 
果 充 实 了 本 书 的 内 容 ， 他 们 的 成 果 给 本 书 提供 了 借鉴 . 徐 利 治 
教授 在 百 忙中 为 本 书 拣 写 序言 , 对 我 无 疑 是 一 个 捧 披 和 鞭策 . 
作者 的 多 年 研究 ,得 到 国家 自然 科学 基金 的 资助 ， 本 书 的 
出 版 ， 得 到 华南 师范 大 学 的 支持 ， 
aN EAN, M. NRHA E EF XN 
文字 校正 工作 
———— —— P 
是 不 可 能 完成 的 .在 此 ， 向 他 们 表示 深切 的 谢意 . 
可 以 肯定 ， 本 书 的 写作 归 不 上 上 学科 发 展 的 速度 ， 成 果 更 六 
的 频密 ,鉴于 作者 水 平 所 限 ， 书 中 错误 之 处 在 所 难免 ， 项 望 角 
够 得 到 更 多 专家 ， 读 者 的 批评 和 指正 
最 后 :我 还 应 该 说 一 甸 不 是 多 余 的 话 : BARNETAN 
女士 多 年 来 对 我 的 事业 的 无 私 奉献 和 支持 , 她 不 请 数学 , H. 
WM, M & EEA NN HERRN 
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第 一 章 EREN 
511 矩阵 特征 值 的 重 数 — 


m x n EPE A = (ay), ay € C, 4 m = n Bf, KA n Hf 
(an, d, „ ain), i = 1,2, , m, BA A 的 行 向 量 . 
(a1, 035. - . amj), j - 1, 2,- Don 称 为 A 的 列 向 量 . I 
EPI EL» A Tm 如 果 存 在 非 零 n 维 列 向 量 
X, BA f 
AX = XX. | (1.1.1) 
X MOS A 的 一 个 与 特征 什 A 相应 的 特征 向 量 ， 
- 由 (1.1.1) K. 我们 知道 ， 和 是 下 列 多 项 式 的 根 ， 


xa) = de. A) 


GEH, I. AA ROAM. xa) 称 为 4 的 特征 多 项 式 , 易 
N. xA) 是 关于 和 的 n 次 多 项 式 . 
由 高 斯 定理 ， 特 征 方程 。 


x= 


An N. AI, A2, Ane 因为 u. M . 3, 不 一 定 互 异 ， 我 们 
f 把 重 集 {àt Az, „ An] 称 为 方 阵 A i (spectrum). 记 为 SPES 
AR | 


这 里 ， Aud „A. AR, m. K A 的 重 数 (B A xa) = 
的 m, ER. Emm 7 

对 于 每 一 一 个 特征 值 ,ms 称 为 X 的 代数 重 数 ， 而 X B 
对 应 的 所 有 特征 向 量 加 上 零 向 量 构 成 一 个 线性 子 空间 ; 称 为 与 


* 相应 的 根子 空间 . 这 即 (1.1.1) 所 决定 的 齐 次 方程 组 的 解 空 
间 ， 易 知 ， 它 的 维 数 是 n-raok (AT, — - A), 这 称 为 特征 值 X 的 


”几何 重 数 . 
例 1.1.1 
1 10 
A=] — 3 04 
1 02 


| det(Als — A) = -(2 - A)(1 — 332, 


2 1. 
spec A= . 
mM 1 2 


AL 2, RRB 1, JUN RBH 1 (rank (21, ~ A) = 2). 
a= Ag CO FOROR AEK 1 (rank (4—4) = 2). 
N 1.1.2 . 
-2 11 
A=] o 2061, 
-4 1 3 


í o det(X13 — A) = (A +1)(À — 2), 


—1 2 
spec A= . 
(c 1 2 


M = -1 fL A 1, 几何 重 数 是 (rank (715-4) = 2). 
入 =2 的 代数 重 数 是 2, 几何 重 数 是 2 (rank (27 — A) = 1). . 
例 1.13 Jordan ` 


J. (k) = E , 
s 8a 
0 k mxm 


det (Mm — Jm (K)) = (A — k)”, 
spec In (k) = (*) . 


k 的 代数 重 数 是 m, 几何 重 数 是 1. 


从 上 面倒 中 ， 可 以 看 到 : A 的 代数 重 数 不 小 于 它 的 几何 
EX. Tri. 我 们 将 要 从 理论 上 阐明 这 一 点 . | 


通过 对 例 LL 和 例 1.1.2 的 考察 ， 我 们 知道 ， 在 例 1.1.1 
中 ， 人 4 不 能 相似 于 一 个 对 角形 矩阵 而 例 11.2, 中 虽然 特征 方 
程 亦 有 重 根 ， 但 却 能 相似 于 一 个 对 角形 矩阵 .. RAZ, BUA 
E3J3 | | 


An 


XB M, 2. , An 是 240 的 个 根 . 则 在 例 112 中 ， 存 在 
NE P, 使 | 


PAP = A. (1.1.2) 


然而 ， 对 于 例 1.1.1 NY ff A Ng KES RE P W ? 

由 线性 代数 ， 我 们 知道 : 4 É n MEENA NN 
征 向 量 ， 这 ”个 特征 向 量 可 构成 矩阵 P, 使 AP = PA 由 于 将 
征 向 量 非 唯一 的 ，P 也 当然 非 唯一 的 . 

现在 的 问题 是 : PERTY? RUR PERS (112) K 
成 立 , 使 有 4 与 相似 ， 于 是 ,问题 便 追 济 到 ， 是 否 能 选择 特 
征 向 量 Pr, Vr. . Pu, 使 它们 线性 无 关 ， 
当 Al, A2, An 是 互 异 时 ， 我 们 容易 看 出 ， Pi, Pay, Pa 
线性 无 关 . » 
当 M, A2, . „An 非 互 异 ， 即 有 重 根 时 ， 例 1.1.1 AA 1.1.2 
. MARX RK pr, pi. . 不 一 定 总 是 可 能 的 . 

”那么 , 什么 条 件 下 ， 这 种 选择 是 可 能 的 呢 ? 我 们 有 下 面 一 

个 著名 的 定理 ( 见 文献 [1]). | 

定理 1.1.1 NA HH AC k ARARE M, A2. 4 
M, JU A B HMF FIN NN BE 


. 4. 


Di o Y. 
| zu (1.1.3). 
0 EP D, 
其 中 , D. = In, G0 Js (x) (+ ER ÉCRIT), a. 1.3) 
称 为 4 的 Jordan WEB. 它 的 所 有 Jordan A J. (A) 由 4 的 
初等 因子 唯一 确定 {初等 因子 的 概念 参见 (1). Hp. 两 个 方 阵 相 | 
似 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 Jordan 标准 形 . 

现在 ， 我 们 可 以 进 一 JE A1 的 代 孝 重 数 与 几何 重 数 如 
何 刻 划 和 矩阵 的 相似 关系 了 —— 

从 线性 代 教 知 ， 在 相似 变换 下 ， 矩阵 的 特征 多 项 式 不 变 ， 
Ami. SES 特征 值 的 代数 重 数 与 几何 重 数 也 是 不 变 
Il. 

由 定理 LLL 我 们 还 知道 : | 

REE ^ 的 代数 重 数 是 na + n tot Nite, 几何 重 数 是 
tt, FÆ, Xx 的 代数 重 数 > 几何 重 数 ， i 1,2, „ K. 
4.1.0) 的 对 角 线 上 的 元 素 ， 愉 是 4 的 全 部 特征 值 ， 特别 ， 
-地 ， 当 所 有 特征 值 互 异 时 ， A 便 相似 于 一 个 对 角形 矩阵 . 这 就 
E NP 的 代数 重 数 等 于 它 的 几何 重 数 ， 或 人 =n, 我 们 


便 回答 了 A 满足 什么 条 件 ( 充 要 条 件 ) ARDEN AEE 
A 的 问题 ， 用 此 条 件 ， 可 对 例 111 和 11.2 加 以 验证 . 

”4 相似 于 (.13), 4 的 最 小 多 项 式 m0) 可 以 容易 写 出 
* HI 113 81, Jordan J& Jn G 的 特征 多 项 式 是 Q 24)" 
在 = 了 2 了 = I, , t.). 由 定理 LLL, 两 个 方 阵 相似 当 且 仅 
当 它们 有 相同 的 初等 因子 ， 4 的 最 小 多 项 式 m AQ), REG 
nU X, HIG U, FH, 即 mA) = IIo-- A)" 


tal 


£ " . . . f o. 5 . 


其 中 m = max {ny}. 最 然 ， 当 每 个 A 的 几何 重 数 & = 1 


187d. 
(i= 1, 2, , % H, IU x40) = m4. 由 线性 代数 可 知 ， 
mat) = 0 3F B maQ)lxAQ). 


91.2 EERE 


— 4 的 谱 所 表现 出 来 的 组 合 性 质 之 前 ， 先 研究 
—TH SHEN. ME 

一 个 有 向 图 D = ,x), V 为 标号 顶点 集 ， x HMM (在 
BE, KARAM). 对 vj, v; € V, W + = (vv) X ff u BA 
v; K M, = 称 为 v; h MN oy MAB v 的 出 (A) M 
的 条 数 ， 称 为 e 的 出 (A) 度 ， 记 为 d+ (n (47 (6). ms vj) 3 
RMA v: A v; BUSES AE (fun, vj] > 0). 特别 地 m (vi, v) K 
N vi E (loop) 的 个 数 . 设 V= {onv vn], D ARRE 
N (adjacency matrix) A(D) = (aij) aua; 其 中 at = miu oj). K 
DELAM, WAM (vv) 24 BECK (vv) BR, AD 
和 它 的 邻接 矩阵 是 一 一 对 应 的 ， 当 DD 是 无 向 图 时 ， A(D) 是 对 
WERO O 

如 无 特别 声明 , 我 们 考虑 的 有 向 图 DV, X) RE me vj] < 1 
的 图 ， Yoi,vy € V. 而 图 G 表示 图 论 中 研究 的 简单 图 . 

于 是 ， 有 向 图 DV X), V = er, v, os) BERI n B 
邻接 矩阵 —(0,1) 矩阵 A(D) = (ay) 建立 起 一 一 对 应 关系 ， 这 
A, . 


at; = Ea 
0 JS. 
易 见 ， 我 们 给 出 一 个 (0,1) 方 阵 A, 也 对 应 于 一 个 有 向 图 
D(A), D(A) 叫 A 的 伴随 有 向 图 (associated diagraph). TA R 


| | 1 (ww)eX, 


,和 . 


PRE A 和 有 向 图 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 
下面 给 出 了 一 个 (0,1) 矩阵 和 它 的 伴随 有 向 图 ， 
0101 
00 1 0 

A= f 
0 0 11 


1010 


在 非 负 和 矩阵 论 的 研究 中 ， AF c h AK, N 
矩阵 元 素 分 布 的 零 壹 模式 有 关 ， 而 与 元 素数 值 的 大 小 无 关 . N 
此 ， 当 我 们 研究 非 负 矩阵 的 总 合 人 性质 ， 我 们 可 以 把 一 NENA 
阵 转化 为 一 个 (0,1) 矩阵 来 研究 ， 从 代数 结构 的 观点 来 看 ， 这 
种 (0,1) JEEEBCR S ARSE (Boole), E HI NN NHR 
运算 时 ， 矩 阵 中 的 元 素 0, 1 的 加 法 和 乘法 “ “" FNr. 
的 布尔 方式 进行 : 


+10 1 0 1 
0 0 1 ojo 0 
111 1 110 1 


BR, n 阶 布尔 方 阵 一 共有 27 N. MIZ N TKA B., 则 
B,] 就 构成 一 个 半 群 ， | 

由 此 ， 我 们 可 以 通过 (o, 1) 矩阵， 从 而 通过 有 向 图 去 研究 ` 
PRES HER. 下 面 的 特征 ， 可 以 相应 地 作出 等 价 的 刻 
划 . 这 里 ， 我 们 假设 读者 已 经 热 悉 图 论 的 一 些 基本 概念 ， 或 可 
参见 J. A. Bondy 和 U. S. R. Murty 的 《图 论 及 其 应 用 》 一 书 
伸 译本 ， 科 学 出 版 社 ， 1580). 


A 的 每 一 & 00 元 党 和 为 + 一 D(A) 每 一 点 的 出 (入 ) 度 


Br 
A ROG SURE { 即 每 行 每 列 — D(A) 由 着 干 个 不 交 轩 组 
从 有 一 个 R SARE MLE 


= (ahnen S B = (byz)nxn > D(A) & D(B) 的 支撑 子 图 
(Hn lij € bij, 1, = 1, 2, „n) f 
4 的 主子 矩阵 相应 行 对 应 顶点 的 导出 子 

^m | 

存在 一 个 置换 阵 P 使 — D(A) 的 顶点 重新 标号 可 
PAP = BRAG BER 得 D(B) 

“相似 ) 
A 是 迹 为 零 的 对 称 阵 ”一 D(A) 是 简单 图 


4 置换 相似 于 | © ^ | — nu xam mtaa 
„ 4 jB. NI) 
(A1, Ag 是 方 阵 ) | 


4 置换 相似 于 | d — D(A) 是 二 部 图 (Rio RA 


称 为 D(A) 的 约 化 邻接 阵 


EN HER (reduced adjacency matrix) 
D(A) 称 为 B 的 约 化 相伴 

E 7] 
A= (ayh A! BEDE D(A) 中 有 从 证 到 站 的 长 
a » o- 为 1 的 途径 (walk). | 


上 述 的 最 后 一 个 性 质 是 容易 证 明 的 ， 事实 上 ， E D(A) 中 
有 途径 Ww = Diy bi; - b., =v, 当 且 仅 当 nid iria 11106 uj = 
aj > 0. | 
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. 如 果 4 不 按 上 述 规定 的 布尔 运算 , 而 按 普通 的 加 法 
Ex, ah 就 等 于 联结 w 到 u, 的 长 度 为 1 的 途径 的 数目 ， 而 
”对 于 简单 图 ，af2) 就 是 v 点 的 度 at BU v, 为 顶点 的 三 角 
EH DN g. 

例如 ， 我 们 可 以 考察 具有 顶点 集 {1,2,…,n} HH n 阶 完全 
图 K., 从 点 到 点 了 的 具有 长 为 的 途径 数 , + A JE K. 的 邻 
ib, Wi 

A-2J-L. {J 是 全 1 方 阵 ) 


注意 到 u-, 便 有 


TE (n> DE 1) 
n — 
f e= (CEM r- Du 
STRE AAKER. 
图 的 积 运 算 (product) 5 EK (sum) 定义 如 下 *: 
设 G, = (Vi, XI), Gs = (Vo, Xe) 是 两 个 简单 图 ， Ga x G, = 
(V, X), G14-G; = (V, Y), SB V = V, , Fl N. 对 (ui, uz), 


0 本 书 的 图 运算 符号 与 有 些 图 论著 作 中 的 符号 合 义 不 同 : 


(vi, va) € V, (ui, u2) # (v1, vz) 在 Gi x G; 中 相 邻 当 且 仅 当 
(ul, vi) € Xi, (1, vz) € Xo. 而 (ur, ua) 和 (vr, vz) 在 G, + Gs 
中 相 邻 当 上 且 仅 当 或 者 u = v, (u, vz) € Xo, 或者 (uim) € Xi, 


ua = to. 


例如 ， - 
PS. (1, $4) (a, , Ww) 
G, x Gy 

u i I 

í . (51 1) ) (o , ,) 

6, Gs 101. 2 Durs 

. vs 
2 . 

I [E (u, , v4) (uw, wa} 

Wy - 


(v, . Hy) (21 V3) (7, Wa) 


f 61768. 
m 1. 2.2 


A TE bibis ASE “语言” 表达 出 来 我 们 引入 矩阵 
. ff] Kronecker 积 的 概念 . f 

上 矩阵 4 = (adyjmxn 和 B = (pyjoxs 的 Kronecker H A @ B 
是 一 个 mpx ng tE, CEE 4 的 每 个 元 素 ay 代 之 以 块 aijB 
WA. BACB NIMH 4 NN E NHR 
所 有 mnp RAAR Kronecker 积 有 时 又 叫 张 量 积 (tensor 
product), 它 满足 结合 律 ， 且 有 


| (e 6 An): (Bi . & B.). (Mi S. & M.) 
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p; (AB. cM) e & (4. B., Ma), 
M GLEN NEGET) o 
(4e HDA. B | (4 和 8 均 是 方 阵 ) 


220 T PE A(G). MH Gi 和 Ga 的 积 Gi x Ga 的 
BRIERET ARH A(G,)@ A(03), 而 G, 和 G, 的 和 G: +G, 的 
RETR AG) 1, + h S A(G2), 这 里 五 和 五 分 别 
TERS A(G1) 和 A(G2) 同 阶 的 单位 方 阵 . 
”有 时 ,为 了 书写 方便 ,往往 把 矩阵 的 运算 代替 图 的 运算 记 
9. WG, x G2 Hu G, @ G>. f 
在 图 论 中 ， 我 们 已 经 熟知 了 图 的 连通 性 . BRL, 对 于 一 
NT 的 顶点 来 说 ,连通 性 是 一 个 等 价 关系 , EIN . . E fh K 
”通关 系 具有 反 身 性 ， 对 称 性 和 传递 性 .由 这 种 等 价 关系 导出 的 
”等 价 类 ， 就 是 组 成 G 的 各 个 连通 片 ， 或 称 为 连通 支 (connected 
component). II E E I fn f K, NH NN V(G) 划分 为 


OU UW, 


Ns FH G0), C). , G %, 我 们 将 会 看 到 ， 研 
* G 的 很 多 问题 ， 往 往 研 究 它们 的 连通 片 已 经 足够 了 . | 

G 的 连通 性 ， 也 能 通过 矩阵 的 语言 给 予 描述 .我们 可 以 把 
G 的 邻接 阵 4 作 置 换 相 似 变换 ( 即 对 4 的 行 和 列 作 同样 的 时 
0 N 4 WN 


Ay +A Ta, 


KE, A. 是 连通 片 G0 WEEE. 1.2. 
HE, NIN 一 个 重要 矩阵 — 


* (incidence matrix). 


. 11 


先 讨论 可 以 带 环 及 重 边 的 无 向 图 G 的 关联 和 矩阵， 
= (V, X), V = 大 { 42, Zab, 关联 
EBE B= (bii)uxa i =I, n j = 1. . 9, 其 中 | I 


否则 . 


图 G 的 每 一 边 可 看 作为 顶点 集 的 子 集 于 是 日 的 每 * 
包含 至 少 一 个 1 和 至 多 两 个 1, B 中 包含 恰好 一 个 1 的 列 对 应 
于 一 个 环 ， 若 有 两 列 完全 一 样 ， 则 G 出 现 重 边 . m 

对 于 允许 有 重 边 及 环 的 无 向 图 G, 在 本 节 开 头 我 们 已 经 把 
它 的 邻接 矩阵 A(G) = (a4) NN. ay SFA v. 5 e; 之 间 
KELM. WA, as 是 在 顶点 上 的 环 数 ， 又 记 


N s IB A, 
au 


E 0 1 
Cz] = diag (91, pa Pan), 


这 里 p 是 点 u 的 度数 ， 于 是 有 . 
XH 1.2.1 KR G Rn x 图 ， 则 
BRT =C+A. 
证 BiB TOR) 行 的 内 积 G # j) 等 于 边 wo NK 
数 ，B 的 第 i 行 自身 的 内 积 等 于 顶点 v 的 度数 . EH. 


设 n 院 图 G 的 顶点 集 {v1, va, T „ vn], 边 集 {1,22, 4h), 
我 们 给 G rR K EBAUR L-AN (第 头 ), 并 定义 一 


12 ， 


UI (01-0 RRA B= (hug 如 下 


l ,zi X u. WHM, 
ba = as! . 23 Bu RAIM, ` 
[o „ TR ay 的 端点 


AB OR G WEARER (oriented incidence). B 的 每 一 列 恰 


”有 两 个 非 零 元 ， 一 个 是 1 另 一 个 是 1， 


沿用 定理 121 的 符号 ， G 的 定向 关联 矩阵 满足 
| BB'-C- A. MEE (1.2.1) 


在 (. 2.1) 式 中 的 矩阵 BB? 373 Laplace 矩阵 ， 或 导 纳 矩 阵 (ad- 
mittance matrix), å. 2. 1) LEM, Laplace KNA G 的 边 的 定向 
标号 无 关 . 

定向 关联 矩阵 的 秩 与 C 的 连通 片 的 个 数 关系 如 下 : 

定理 1.2.2 设 G 是 * 阶 图 + 是 G 中 连通 片 的 个 数 . 


* 的 定向 关联 矩阵 B 的 秩 是 n 一 t, 事实 上 ， 在 B PMR 


off 这 些 行 的 每 一 个 分 别 对 应 于 每 一 连通 片 的 一 个 顶点 ， 就 得 
E 到 一 个 秩 为 ”一 上 的 子 矩 阵 . 


证 记 G 的 连通 片 为 


GU), G ) ., G(V). 


FF 
KHM 


BIB . . B., (1.2.2) 


.这 里 Bi 是 G(W) 的 定向 关联 阵 ， ¿= 42,…,t. K G(W) AF 


„NA. N fr ER: B 的 秩 等 于 mm 一 1. 于 是 ， 由 (1.2.2) 
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式 ， 结 论 便 得 证 . 

tha; 是 B. 的 行 , 它 对 应 于 G(V.) BUS vy. E B. 的 每 一 
列 恰 有 一 个 1 和 一 个 -1, FÈ, B. 的 各 行 之 和 是 一 -个 等 向 量 . 
因此 B, 的 秩 至 多 是 w 一 1. 假设 有 线性 关系 Y kja = 0, 这 里 
RAM B, 的 所 有 行 且 ky RAAB. RTI a, Hk, Z 0: 
这 一 行 有 非 零 元 素 ， 此 非 零 元 素 所 在 的 列 对 应 于 与 顶点 o, >: 
联 的 边 .对 每 一 个 这 样 的 列 ， 惨 有 一 个 其 它 的 行 or, 它 在 这 列 
亦 是 非 零 元 ， 因 此 ， 要 上 述 线性 关系 成 立 ， 必 须 k. =k F 
. Af k. 10, M| k = k. f v. MERTA „ N. M 
GV) 是 连通 的 ， 故 所 有 系数 k Wü. N Wa, = 0. K 
此 ， G(W) 的 秩 是 n; 1 FHH B: 的 任 一 行 导 出 一 个 秩 为 

mi 一 1 的 矩阵 .证 毕 . 

W 4 是 一 个 元 素 是 整数 的 矩阵 ， 若 4 的 每 一 个 子 方 阵 的 
行列 式 都 是 0, 1 或 1, 则 和 矩阵 A 称 为 全 单 模 的 (totally unimod- 
ular). 易 见 ， 一 个 全 单 模 矩 阵 是 一 个 (0, 1, -1) KN. 

下 列 定理 以 组 合 的 特征 ， 给 出 了 矩阵 4 是 单 模 矩阵 的 充 
分 条 件 . 

定理 1.2.3 (Hotman, Kruskal [2]) K A 是 一 个 mm x n A 
阵 ， 它 的 行 被 分 划 为 集 忆 和 Ra, 设 下 列 的 四 个 性 质 成 立 : 

(1) A 的 每 个 元 素 是 0,1 或 =1. 

(2) A 的 每 一 列 包括 至 多 两 个 非 零 元 

. (四 著 44 的 一 列 中 ， 两 个 非 零 元 有 相同 的 符号 ， 则 一 个 的 
FTE R h, -NH R h. 
(0 BA 的 一 列 中 的 两 个 非 堆 元 有 相反 的 符号 ， MXN 
个 元 的 行 同 在 ki 中 或 在 R. 中 . 

NER 4 是 全 单 模 的 ， | 

证 . A AEF IE NLTK. BAAR 
是 定理 条 件 的 任 一 个 方 阵 AHH Mx det( d) 0, 1 K 11. 


14 


>: n FERAE, CARNHAR. 
„ 3 n=1, 由 条 件 (1), 结论 显然 成 立 . | 
WO 设 4 的 每 列 有 两 个 非 霍 元 . 则 属于 Ri 的 行 和 等 于 属于 R. 
BAM, E det(4) = 0. 此 结论 对 于 P = ó H R, = 6 的 情形 
Kum. | | | 
X. AN- 0, Wi det(A) = 0. A - 
i 一 个 非 零 元 , 用 这 列 展 开 det(A), 由 归纳 假设 ,也 得 det(A) = 0, 
”1 成 -1. IK. 
F Poincaré 在 1901 年 证 明 的 下 列 结论 便 成 为 定理 1.2.3 
0 K. | 
X 1.2.4 (Poincaré B) 一 个 图 G IRE M X UE RE BR 
| DRN. | 
.证 “应 用 定理 123 FE B $a R, = o 的 情形 .结论 得 
证 . 

R125 设 G 是 一 个 多 重 (无 向 ) 图 ，B E G 的 关联 矩 
LE 则 G 是 二 部 图 当 且 仅 当 p 是 全 单 模 的 

证 设 G 是 一 个 二 部 图 ， 则 G 有 两 部 分 的 (独立 ) AM 
UY) B) B WWE ESE 1.2.3 fb, MB 是 全 单 模 的 ， . 

现 设 5 是 全 单 模 ， 假 设 G 不 是 二 部 图 ， 由 图 论 的 结论 我 
们 知道 : 一 个 多 重 图 是 二 部 图 当 且 仪 当 它 的 每 个 图 都 是 偶 长 的 
N. 于 是 ， G 有 一 个 奇 长 度 + NH. HEH: B 包含 一 个 
r 4 25 B., H det(B') = +2. 这 便 和 我 们 的 条 件 : BÆ 
RR. 

EA "n 1-1) A 4 的 每 一 行 ， 每 一 TUR ALG AM 
N. MAN Euler 矩阵 (Eulerian matrix). | 

1965 F, Camion 给 出 了 一 个 矩阵 是 全 单 模 的 充 要 条 件 . 
这 里 ， 我 们 叙述 北 定理 而 不 给 出 它 的 证 明 ， 有 兴趣 的 读者 可 参 

Ru 
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定理 1.2.6 (Camion fa]) - m x n fj (0,1, -1) N A 
是 全 单 模 的 当 且 仅 当 4 的 每 一 个 Euler 子 矩 阵 的 元 之 和 是 4 的 
fX 
”全 单 模 矩阵 与 一 种 称 为 单 模拟 阵 (unimodular matroid) 8j 
结构 有 密切 联系 , EH OE RT BUR S ERAS PIE A PECORE MI E 
示 出 来 {可 见 [8]. 关于 全 单 模 矩 阵 的 进 一 一 步 论述 ， 可 参看 A. 
Schrijver 的 专著 [6]. 
KI (0, 1) 矩阵 4 的 特征 多 项 式 也 称 作 它 的 伴随 有 向 图 
D(A) 的 特征 多 项 式 ， 记 作 xol). 当然 ， 4 的 谱 也 称 为 DAN 
的 谱 . id 


. xo = det (AT A(D)) = Y can. 
i-9 


. AM, A(G) 是 对 称 且 迹 为 0 的 矩阵 . N spec G rh, Br 
H 都 是 实数 . E | 
1.S(G, H) 为 G 中 同 构 于 图 H 的 导出 子 图 的 数目 下列 
AER, WMH G 的 特征 多 项 式 的 各 系数 C, 与 S, H) 之 同 的 
XX. Ant, 我 们 把 det ACH) 1224 det H. 


定理 1.2.7 É x = Y con, 5j 


i=0 


C. = (-1)' V^ det HS(G, B), | i= 1.2. N, 
na H ‘ I I 


>, 是 对 所 有 i 阶 不 同 构 子 图 H san. 
H . E 

E EH x) 的 构造 ， 易 知 ， Co = 1. LETARA 
HY xc(À) = det(AI — A000). | 
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C, = (-1)' Y det A; i= 1,2,--.,n, 
4. 0l 


| y 是 对 A(G) 的 所 有 i 阶 主子 式 JA RAL. 
det hi 便 是 G(A) 中 相应 顶点 所 导出 子 图 的 行列 式 ( 即 导 
< 出 子 图 的 邻接 矩阵 的 行列 式 ). 把 阅 构 的 子 图 相应 的 次 合并 ,， 其 
AR S(G, H), 便 得 定理 结论 . HEM. 
由 定理 12.7 容易 得 出 : 对 简单 图 du, x). 记 |X] = q, G 
| 中 所 有 三 角形 的 个 数 为 n(A), 则 
f C, = 0, 因 det K, = 
Cy = det KaS(G, Ka) = —S(G, Ka) = —q, 
C; = (-1? Y^ det ES(G, H) 
T. 

= (-1)° det Ks S(G, Ks) = —2n(A). 
:于 是 . 
Xa(A) = AP — - — 2n(A)A" 3 + 
一 般 地 ， 对 于 图 G, Sachs(1964) 证 明了 下 列 定理 ( 见 [7)). 
定理 1. 2. 8 RR xan) = = Toar, 则 


1-0 


G= Xi- -psen. 200, 


其 中 百 是 G 的 ; 阶 子 图 ， 它 的 连通 支 (NRX REN ME 
HB. KG &. KK. O K H Nl. 
“利用 图 G 的 特征 多 项 式 ， 我 们 还 可 以 描述 G 的 途径 的 个 
„ ME 
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设 G 的 顶点 集 为 {1,2,…,n}, Nu; SER G 中 起 点 , 终点 均 
在 顶点 i 的 长 为 上 的 闭 途 径 数 ， | | 
$ Nia 的 生成 函数 


Hat) = Y Math | 
f k=0D ` 


XY He) BRA i EAk 的 途径 数 的 生成 函数 . C. D. 
Godsil 和 B. D. Mckay([8]) 得 到 T FERR: 


x ó * G 的 补 图， G- HEB -K x 
边 所 得 的 图 . 


61.3 ” 谱 的 图 论 意义 
现在 ， 我 们 考察 spec G 所 表现 出 来 的 图 论 意 义 . 
KH 1.3.1 "HER G 的 直径 (3) = $ MG 的 不 同 
特征 什 的 数目 WE 
| "2s2d-4l. 
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dE 证 ”车 a<d, 则 G 有 两 个 顶点 wv 和 wj, 它们 的 距离 是 s. 
ADN AO. 因 对 称 矩 阵 相 似 于 对 角 阵 ， 
i^ 4(G) 的 最 小 多 项 式 的 次 数 愉 为 G 的 不 同 特征 值 数目 。 S: 
4 m4Q) 有 六 项 (HA 


| ma(4) = A + 


G) 


| I A! = ( | D ) s. i< 8, 
e. 0 
. : ` G) 


| 于 是 ma(4) £0. XH. 于 是 s> d+1 易 知 s < n. EK. 
: ， 类似 ,我 们 还 可 用 不 同 特征 值 个 数 估 计 G NK. QUE 
39.9) 
É 定理 1.3.2 POREM, G AAN. 
证 HAG) 特征 多 项 式 的 定义 直接 证 得 . 
定理 1.3.3 设 f 是 任意 多 项 式 ， 入 是 4 的 特征 人 w 
: £0) 是 1(4) 的 特征 值 。 | I 
0X “ 设 光 是 4 对 应 于 和 的 特征 向 量 ， 由 矩阵 运算 律 可 得 
AX = £0)X, RE A=) X. 
E 1.3.4 Fe G 中 长 为 k KRENN N 


X 
i=l 
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(0 dE At (P) KENNEN F, off E s Bo, 
Kk 的 闭 先 径 的 个 数 ， 再 由 定理 1.3.3, 定理 得 证 . 

对 于 图 G= (V,X), V| =n, X| =ç, 

* 1, tr A= ` N=0 


* sa 
k = 2, N spec G = | ` ` Om 
| . I my Uo m, is] 
N | 


Sim = tr AP = 2g, 
i=1 i 


n n f 
y" = > deg v = 2q, 


izl ` š=1 
k=3, ` LM = 6n(A) 


* G 中 , 我 们 把 每 一 边 看 作 是 两 条 相反 方向 的 强 . TE, ` 
对 G 中 的 每 一 个 三 角形 ， 我 们 可 以 按 每 点 分 别 算得 两 个 长 为 
3 MH. jo +B. 

定理 135 ACG) AERE E DOS NO i= 12,… 


证 EH det(A- A(@)) = [[o.- „ 41207 det = 


t=1 


II u, F det A Z0 4 BÁO X 40,4 = 1,2, TET 


i=1 . I 

易 见 ， 上 述 结论 (定理 1.3.2-1.3.5) 都 适用 于 图 D 及 ACD). 

下 面 我 们 列 出 一 些 常见 的 图 的 谱 . 

注意 到 一 个 较 明显 的 结论 ; HC = SJ. HU, s, + 是 常数 
„ AE. In H MCAREN- 
E) 和 ns + K D. 我 们 知 : 
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2 -1 — 1 
a 全 图 K.= Jn eel n ) 


S. 
i I. 


1 l M Wer K... 
Kos | : UU rts-2 1 1 
E [. mE | SJ, 0 )) 
AKo) = . 
0 7, 
Bc. | |^ Spec Cn = {eo C AE 120,1, „ n cj 
(AI — A(Cn) 3& — MRE), 
Bra mh {tom C) 
mE 这 等 于 6 KAEH. 
n fr (n 二 201 E spec Fy = BE 
UE. F. K, k 
1 KT). o. 
» . f — * 一 : 
-鸡尾酒 会 图 C ? „ ') 
| k-i k 1 


(cocktail-party graph)CP(k) = Fi 


“下面, 我 们 考察 ， 在 研究 图 的 结构 特征 时 ， 谱 技 巧 的 运用 ， 


1963 年 H. Sachs([9]) 证明 了: 对 所 有 整数 mg > 2, BAr H 
长 为 9 (图 中 最 短 的 图 的 长 ) 的 正则 贸 必 存在 ， 这 种 正则 图 记 为 
(rg)- H. K Fr, 9) & (r, 9) AMAR. BM, Fer. 9) > 
max{r + 1, 9)- 于 是 ， f@, g) = o( Cy) f(r,3) : 二 ?十 1K. A1). 
又 由 完全 二 部 图 K... A5 f(r,4) = 2r. P. Erdés 和 H. Sachs 
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(10]) 证 明了 
2 ＋1 8 f(r,5) < 4(r - (2 — r + 1). (1.3.1) 


(1.3.1) 式 的 证 明基 本 上 是 图 论 的 方法 ,. 对 于 一 个 (r,5)- 图 
G, 考察 w, e V(G) 及 它 的 相 邻 点 集 N(v1) = (09, va, · vei) 
由 5 一 5 知 ，N (wm) 的 点 互 不 相 邻 且 它 们 的 r 一 1 个 邻 点 ( 除 
vi 外 ) 亦 互 不 相同 ， 于 是 ， f(ns)r(r-1)- (r0) 2041. 

一 个 有 趣 的 问题 是 : 上 式 的 等 号 什么 情形 下 能 够 成 立 ? ?我 
们 可 以 用 矩阵 的 方法 给 予 回 答 ， 

V (r5) MGA 2+1 SW, V(G) = (vi m 1. , 7241), 
又 设 G 的 邻接 阵 是 4= (aj), dà A? = (aß), M 


4 A J 4 (r— D.I, | (1.3.2) 


这 里 了 和 了 分 别 是 (2 +1) x (2 +1) 的 全 1 矩阵 和 单位 矩阵 . 
因由 G 的 > 正则 性 ， (1.3.2) 两 边 的 主 对 角 线 元 均 是 =, 而 当 
ay =1G j) PF, of = 0 否则 G 会 三 角形 ， 当 4% = 00K J 
Ht, EER G ÜA 72-1 阶 的 (n 5)- E. He w, 与 的 距离 为 2 
即 of = 1, FA (1.3.2) 式 成 立 . 

运用 行列 式 的 计算 技巧 ， 把 det|A2 + 4 - M| 由 第 二 "i 
每 一 行 都 加 到 第 一 行 去 并 提取 公 因 式 ， 便 得 


det(A? A-) = (r +r — A(r-1- 3)". 


TË, r 1K ASA TER D 重 特征 值 ， 
R, i = 1, 2, , + 1 是 4 的 特征 值 ， 于 是 AAN 
IH MEA i 1, 2, , 72 + 1. 我 们 有 


MA rr 4.3) 
XMtX-r-i1 i=2 raqa | (1.3.4). 
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413.3) 易 知 M = r, HR n1 维 向 量 (1.1... 17 为 特征 
WE. H (134) 知 ， 余 下 的 r? 个 特征 值 可 取 (-1+ Mr -3)/2 
E N(-1- ir-3/2. VUE k^ (0 < S 特征 值 取 前 者 ， 
| 他 -及 个 特征 值 取 后 者 . 由 特征 值 的 代数 和 为 夫 的 性 质 得 
* M ELE Yin- 3), C ~ k)(-1- Vir=3) _ 
EL 


E 2 一 27 
d = . 1.3.5 
5 2k = == = t E ) 


ITI TERE 则 必须 有 r+ = 2 或 如 -3 是 
一 奇数 的 平方 ， 即 4r 3 = (2m + 1, m X EK K, If, 
fs =m +m+1 代入 (1.3.5) 得 


l 2k = 2m — LÀ (om e - 3 II) + (m? +m + 1)2. 
BE (m°, 2m + 1) = 1, A 2m + 1 BAR 15. FÆ m = 1. 2,7 对 应 
(Fre 3,7,57, 因此 ， r 只 能 是 2,3,7, 或 57 中 的 一 个 . 
已 经 构造 出 = 2,3,7 IN. Brilon à 148 (r,5)- H. 长 期 
以来 ， 人 们 一 直 不 能 回答 : 572-41 阶 的 (57 6)- 图 是 否 存在 ? 
这 类 (r, g)- 极 图 又 称 为 Moore H. 等 价 地 说 ， 邻 接 方 阵 满 
是 方程 (1.3.2) 的 一 类 直径 为 2 的 图 称 为 Moore H. M. L Mix, 
Moore 图 仅 对 于 > = 2, 3, 7, 57 可 以 被 构造 出 来 ， 迄今 ， 虽 然 未 
RB) r= 57 的 Moore 图 ， 但 人 们 相信 ， 如 果 它 存在 ， 它 的 阶 数 
应 该 是 r3 +1 = 5772 41. 
1967 年, W. G. Brown 在 下 列 定理 中 , 证 明了 fr, 5) & 72 T2, 
Bp (13.5) 式 的 f(r,5) 取 值 范围 ， 存 在 着 缺 数 段 
定理 1.3.6 (W. G. Brown [11]) ”不 存在 具有 围 长 为 5 的 
+42 rff EMA. 


. 93 ， 


证 G A- EMA. 对 某 一 个 顶点 v, 5 v 相 邻 
的 顶点 有 7 个 ,与 o 距离 为 2 的 顶点 有 r(> - 1) T. M G 的 
图 长 是 5, 则 在 上 述 >+r(r — 1) = r2 个 顶点 中 ， 必 无 两 个 点 重 
4. | 

又 设 G MME ri 2. 于 是 G 中 恰好 有 一 个 顶点 ， 它 不 能 
由 4 用 长 小 于 3 的 路 可 到 达 ， 对 任 一 个 顶点 w 这 样 的 相应 顶 
点 记 为 . BR, (ey = v. 于 是 ， 我 们 得 下 列 矩 阵 方程 


42+4-(r -DT= 了 了 -B， 


其 中 4 是 G 的 邻接 阵 ， B 是 主 对 角 线 均 是 零 的 对 称 置 换 方 


. UP aan, i 的 
EL 


直 和 .这 又 导出 : n HK, Hr =0(mod 2). 

J-B-1 JBE n Br (n - 2)- 正则 图 的 邻接 算 阵 ， 上 面 我 们 
已 经 给 出 这 个 图 (鸡尾酒 会 图 ) 的 谱 ， 因 此 ， J- B 有 特征 根 
n—1,1,—1, 它们 的 重 数 分 别 是 1, n/2, 和 n/2 - 4 的 任 一 个 
对 应 于 特征 值 上 的 特征 向 量 也 必须 是 矩阵 J- B 对 应 于 特征 
fl IP +k- (r- 1) 的 特征 向 量 因为 4 是 实 对 称 的 ， 它 必 有 3 
A H k, ME k2 +k („ — 1) = 1, BB k = (—1 + %, 这 里 
„Tl. A n/2-1 PEN E U b= (rT) = 1 
In k = (—1 = %%, IK += Va — T. 

”我 们 讨论 下 面 四 种 情形 ， | 

情形 1: = 和 + 均 是 有 理 数 ， 这 时 ， s 和 上 + 只 能 分 别 是 
两 个 奇 正 数 N 1, BU r = 2. 于 是 G 是 一 个 Cs, 其 图 长 是 6 而 
不 是 5. 

情形 2: 和 + 均 为 无 理 数 ， 先 很 设 和 tt 在 有 理 数 域 
上 是 线性 相关 的 ， 则 s? He 有 相同 的 非 平 方 部 分 因子 a, a Š 


ANB PP = 8. 又 由 所 设 知 a > 1. Ha 必 为 偶数 . H 
e nn 这 便 与 a 为 偶数 矛盾 . 

于 是 ，， 和 t 必 线性 无 关 ， 这 便 导 出 : 特征 从 (14 
deni, (15% 也 成 对 出 现 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 
0/2 N 8/2 1 必 有 一 个 是 奇数 . 

情形 3: ATAK, t 是 有 理 数 . ABA 
d M14 RAM. FREE (-140)/2 的 和 是 一 个 整 
数 ， 送 些 特征 值 成 对 出 现 ， 并 且 它 们 的 和 是 /. 但 dn 可 得 
H e? = 2(mod 4), 这 是 不 可 能 的 . 
情形 全。 AMM, 是 无 理 数 ， 特征 值 (149% 
必须 成 对 出 现 ， 因 此 ， 它 们 的 和 是 ( - 了) (3 - 1). RREN 
(17 % 的 重 数 是 m. H A HAK o, 由 定理 1.3.4， 


0 —r + m(—-14 s)/2 + (5 - m)(-1 - 8)/2 
ly/n X 
*(-3 E-. | 
Ha- Iz B r= (8-1/4, 代入 上 式 得 关于 s 的 二 次 方程 
a? + 25% — 28° — 20s” + (33 - 64m)s + 50 = 0. 


上 式 的 在 一 个 正 有 理 数 解 。 必 在 50 的 整数 因子 中 ， 即 1, 2, 5, 
10, 25, 50. 而 具有 其 中 3 个 可 导出 整数 解 如 下 : 


s=1 8-5: s= 25 
m = 1 m = 12 m = 6565 
r=0 | r=6 1 = 156. 


ER, s=1 KNX, 它 导 出 一 个 围 长 = co Im. 


我 们 来 证 明 s = 5, s = 25 也 是 不 可 能 的 ， 因 G HHH 
是 5, 它 不 可 能 包含 任何 三 角形 ， 因此， AS 的 主 对 角 线 上 均 是 
. AS 的 特征 值 又 是 4 的 特征 什 的 立方 ， 于 是 4 的 特征 
值 的 立方 和 应 是 零 ， 但 是 ， 容 易 检验 ， 无 论 *= 5 还 是 s = 2 
时 都 不 满足 这 一 条 件 : 

至 此 ， 我 们 完成 了 对 定理 1.3.6 的 证 明 . | 

运用 谱 的 技巧 结合 它 的 图 论 意 义 ,我 们 可 以 证 明 很 多 关于 
图 类 的 不 存在 定理 (可 参见 [12]). 同样 ， 近年 玉 的 研究 表明 , 特 
征 信 可 以 直接 界定 某 些 图 类 的 特征 , 在 1970 ., J. H. Smith( 见 
[12]) 就 曾经 证 明 : 一 个 图 恰 有 一 个 正 特征 值 当 且 仅 当 它 是 一 个 
完全 k(2 2) WH. (可 见 定理 14.7) (1.3.6) 

Xf n Gr G 的 ”个 特征 值 Na(G) > A(G) > --- > %), 
最 近 ， 曹 大 松 和 洪 渊 ([13]) 研究 了 Xa(G) 与 G 的 图 论 特征 的 关 
K. .得 出 了 一 些 有 趣 的 结果 | 

按照 通常 图 论 的 记号 和 术语 ， 我 们 用 ER G 的 补 图 ， 
Gi U Ga KN TH G, 和 Ge 的 并 (union) 并 记 GU G 为 2G. 又 
Ga V G4 EH G, 和 Ga WE (join), MI G, 的 每 个 顶点 与 Ga 
的 每 个 顶点 相连 . K G(V, X), V' c V, GV Kc G N V" 
的 所 有 顶点 及 与 其 所 关联 的 边 得 得 的 图 . 我 们 先 建立 

81 1.3.7 K Hk WT 1<i<n-k, A 


X(G) > A(G — V") > Mak (G). 


£ REM 1.4.8. 
3133 1.3.8 F SE, HN 2 2, N 


A«(G) 2 b. 
CAE WAGERS, (n22), 故 必 有 商 个 不 相 邻 的 点 
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Hv. N E = V — {u,v}, HI M 1.3.7 7 
. Ag(G) > A2(G — V!) = Xa (Ë) = 0. 


定理 1.3.9 (HAK. BE DS) NO 是 一 个 无 孤立 点 的 
zs 阶 简单 图 M | 
0) X(G)--134B B4 G 是 一 个 至 少 2 阶 的 完全 图 ， 
(2) a,) =0 当 且 仅 当 G 是 一 个 完全 上 部 图 ，2 <k< 
n-i. 


G) 不 存在 图 G, 使 得 
EP `(G) <0. 


iE (I) AA xx. (= (A -nt T i, & (Kn) = 
-L f G 非 完全 图 ， 由 引 理 1.3.8, (G) > 0. 于 是 A(G) = — 
IEEE ETE 是 一 个 至 少 2 阶 的 完全 图 . 
O 若 G 是 一 个 完全 上 部 图 ，k > 2, 由 上 述 Smith 定理 
{1.3.6), àP (G) < 0. H k < n— 1, LUL 1.3.8, G 不 是 一 个 完全 . 
j* Aa (G) > 0. 于 是 N = 
K, KGA ARA . (2 < k Sn 1), WI G 
PSST KURK. HG HN N, G 必 会 下 列 三 种 图 之 
一 为 导出 子 图 ; 2K, P. (4 阶 路 ), Ki v (K, U Ka), 而 它们 全 都 
有 一 个 正 的 第 二 大 特征 值 ， 由 引 理 1.3.7, 200) > 0. Aa, X 
A(G) =, M G 是 一 个 完全 上 部 图 ，2 <k<n-1l. 
(3) 由 结论 (1)(2) 和 引 理 1.3.8, 便 得 结论 (3). 
| 下 面 的 两 个 引 理 是 图 论 的 结论 及 直接 计算 的 结果 . 
引 理 1.8.10 (Wolk [14) # G 是 连通 图 且 避 无 孤立 点 ， 
AG 包含 一 个 与 2K 或 P, 同 构 的 导出 子 图 . 
s SHRLSID(TÉULID) P H. Ha, Ha I H. 是 如 下 的 
四 个 图 ， 则 AZ (H) > = TE Si « 4). 
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k N h @ 


H 1.3.1 


引 理 1.3.12 (]) id Hs = K, V (K1U Ka), M xx, (A) = 
(43 — 33 — 3(n - 3)A + (n — 3) A (A + 1). 
证 


4 0 0 1 1 [X -A-A-A 1 
0 à 11 1 [0 A 111 
0 141 1 | 0 -1 A 1 -1 


xm (À) = . E = f . 
-1-1-1A--.0 -10 0 X 0 


-1-21-10 A] |-1 0 00... A 


( 按 第 一 列 展开 行列 式 ) 


-A-A-1 
a —1 — . . " I | I 
= x +EH art] a -1 -1l 
-1 | = | 


-1 À -1| 
= (A? - A? — 3(n - 3A + (n — 8)A*7*(A + 1). 
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po FB 我 们 可 以 得 到 一 个 用 第 二 大 特征 值 刻 划 图 的 特征 的 
省 起 结论 ， 

"e 定理 13.13 (WAR, 洪涛 13) E G 是 一 个 无 孤立 点 

一 前 n 阶 简单 图 ， 则 

(1) 0< M(G) <š 3 当 且 仅 当 G & Hs, 

2 BAM = dale), 则 Xm Bn AH. ,li 0 = i, 

(8) 不 存在 这 样 的 图 序列 {Gr}, 使 得 


(Gs) > 3 有 dim (G3) = š, 


这 里 Gy te k MH. 

证 (1) K O < (G) <š = 则 G ORB, BM, Hal 
1103.10. C 含有 一 个 同 构 于 ik, AX Fi 的 导出 子 图 . 于 是 ， 由 
. 818 13.7. Xe(G) > minf)a(2Ka),)a( 忆 和 = (VB — 1/2 > 5, F 

É! 

RSM Gi . C > 2). 注意 到 Gi 是 G 的 一 
TSH TH. §=1,2,---,k, B. G= Gi v; v... Vl. 我 们 可 
得到 下 列 结论 : | 

(0 (QUuUPisiskGS MA. 

. X, AG, KiB, HST H 1.3.10, C. SA AGF 2K, 或 P. 
的 导出 子 图 , F AG) A (G; ) 2 (V5—1)/2, 这 与 A2(G) < 1/3 
TES 

(b) 对 于 其 个 i G. & K, U Ka. 
因 A(G) > 0, KG 不 是 完全 -部 图 ， Bp AE i, G, 有 

至 少 一 条 边 ， 结 合 结论 (a), 可 得 到 G, 的 一 个 同 构 于 Ki U K, 

-的 导出 子 图 . 若 G, 还 有 不 在 Ki U Ks EAA, WG Ae 
这 样 的 一 个 导出 子 图 ， 它 必 同 构 于 下 列 三 个 图 A, FE, B 之 一 
个 . | 
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. F, Fi Fs 


图 1.3.2 


因为 上 > 2. Hue 中 的 一 个 不 落 在 G 的 顶点 .对 于 
1<7<3, 万 uv 在 G 中 导出 一 个 同 构 于 H; 的 子 图 . 835128 13.7 
和 1.3.11, A2(G) > do Hj) > 3 FA! 这 便 导 出 G, * KI U Kp. 

(c) k = 2. 

| 由 上 述 (a) 和 (b), 不 失 一 般 性 ， 4G, Ki Ú Ks. BE 
k > 2, 从 Ga 和 G; ARA u Al v, W| Gi U fu, v] E G rh 
导出 一 个 同 构 于 H 的 子 图 . 于 是 MG) > (Ha) > 3. Y 
得 天 = 2. 

(d) Go S Ras- 

BHA, Oz 有 至 少 一边 。 = uv. W QU la, v # G 中 导出 
一 个 同 物 二 He ch H. FEG) > (4) > EE 

B (a)-(d), # G = K, a V (Ka U Ka). 

现在 , 我 们 证 明 M(H) <3 . VE £0) = 23-3: 53(0-3 
(n-3). 容易 检验 f(—oo) < 0, 10 > 0, £(5 8 
F. fO) 的 三 = AERA (-00,0)(0, 5), (s; +00) 之 中 ， 
£318 1.3.12, Aa (Bs) <5 = 这 便 证 明了 结论 (1). 

(2) 由 引 理 137, 1 X AK n 递增 的 ， 因 此 lim a? 
存在 ， 因 f(X")=0, 则 


1 4 1 


An) 一 3 + TORE Ge, 


lim Alu) = = 


图 候 设 有 图 H. MEI < X(H) < 1. 由 上 述 (1) MEA, 
H) > min [À (22), Aa(Pa), A2(Hi), (Ha) Aa(Hs), algi > > 
MM. FË, 不 存在 这 样 的 图 序列 {Gi}, 使 得 Xa(Gh) > 3 
ái j n (Gi) = 3 =. l urge. 

TE 作为 上 述 定理 的 一 个 明显 推论 我 们 得 到 一 个 图 的 第 二 大 
“天 征 值 的 一 个 可 达到 的 下 界 ， 

( 1.3.14 设 G 是 一 个 ” 阶 无 孤立 点 的 简单 图 ， 若 G 不 
ee k m, mi 
a 

等 式 成 立 当 且 仅 当 GS | Hs, 这 里 HS Æ KR. v (K, U Ka). 

由 此 可 见 ， 通 过 对 谱 的 精细 分 析 ， 可 以 刻 划 图 的 特征 ， 而 

必 某 些 特定 图 的 特征 值 的 研究 , 也 可 了 解 谱 的 一 些 代数 性 质 . 


§1.4 图 的 特征 值 的 估计 


A2 (G) > Aa( Hs), 


对 大 量 的 图 G, 我 们 还 不 能 直接 求 出 它们 的 谱 ， 于 是 ， 对 
图 的 特征 值 的 估 值 是 组 合 和 矩阵 论 中 相当 活跃 的 课题 . 
Aft J Perron 和 Frobenius 先后 研究 了 正方 阵 和 
AAN EH EEE FER, 得 到 称 为 Perron- 
Frobenius 定理 的 经 典 结果 ( W, 82.3). 从 图 论 的 观点 来 看 ， 这 一 - 
. 菇 果 是 对 强 连 通 有 向 图 来 说 的 . 而 连通 简单 图 是 强 连 道 有 向 图 
Jeep. 我 们 可 以 把 相应 的 Perron-Frobenius NF: 
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定理 1.4.1 (Perron Frobenius [i5] [6] # G 是 一 个 至 少 
有 两 个 顶点 的 连通 图 ， 则 

(1) 它 的 最 大 特征 值 入 (> 0) 是 xo (À) 的 一 个 单 根 . 

(2) 对 应 于 特征 值 Ma, 其 特征 向 量 X, 是 正 特征 向 量 ( 即 所 
BARI) 

(3) K X E G 的 任 一 个 其 它 特征 值 ， 则 SA € X. 

(4) G H- 42433 N 2, BARE. 

这 个 和 1 通常 称 为 G 的 谱 半 径 (spectral radius). 

如 果 我 们 设 % Hr E G H n MEERA M >A D+ > Ane 
有 趣 的 事实 是 : 如 果 连 通 图 G 的 最 小 的 特征 值 xs = ( 
OE = -Maaiiaes[7]) 当 且 仅 当 G 是 一 个 二 部 图 
(n [17]). 

“在 矩阵 论 中 ， 对 特征 值 的 估 值 往往 借助 于 图 的 组 合 模型 
( 见 $5.10). 在 这 里 ， 我 们 先 用 一 般 的 矩阵 技巧 讨论 图 G 的 特征 
t. | 

- 定理 1.4.2 (Varga [18) K G 是 一 个 连通 图 且 5 是 任 一 
EHE. „ BRO 1 ISI Sn N 表 丙 个 向 
量 的 内 积 运算 ， 则 ` 


(AY)-Y 
Y.Y 


SAS 


等 号 成 立 当 且 仅 当 Y = kX,, 其 中 是 一 个 实数 . 

š AG 的 邻接 阵 是 实 对 称 方 阵 ， 故 G 的 特征 什 AL > 
Ag mo > An 所 对 应 的 特征 向 量 X1, Xa. , X. 可 选 为 正 交 向 
E, H X, YE K. . 

* F AI H F. 
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L is .车 Y= Lx. 则 


(ay)Y N 


"Y Uy 
恰好 是 特征 信和 的 一 个 加 权 平 均 ， 此 平均 信 显 然 小 于 最 大 值 
u, RAE C; = Gs C = 0. BÆ Cy = Cy E C = 0 


i M, Y = CX HN j, N (AY) ej/Y e, = M. | 
u: 再 证 明 À 的 上 界 . BEY OX H (AY)-ej/Y ej < X 
P BAY 不 是 特征 向 是 故 上 面 的 不 等 式 总 有 一 个 了 HAN 
“之 不 等 号 成 立 ， 令 A1 = Y be; 这 里 每 个 b; > 0, 于 是 


COD _ (AY).X, .b5(AY)-ej) 


M = = = 
BE YX > b, .ey) 
< max B (AY) e S1. 


1<;<" b;(Y :e;) 


这 一 矛盾 导出 了 定理 中 关于 A HER. TEM. 
K 1.4.3 RGA FH. WB (1) 2% < X < pmox; 
W (2) 2q/n =a = pass, G 是 正则 且 (1,1,…,1)7 是 一 个 特征 
向 量 . 

这 里 ng 分 别 为 G 的 顶点 数 和 边 数 ，p; 是 顶点 vi DS RE, 
Praga = ea Pi 

证 在 定理 143 h, CG l. „r, BR, 29% 是 

G 的 平均 度 ， 证 毕 

R144 车 避 是 连通 但 非 正则 ， 则 


Ya < Ai < max — LE ve. 


前 一 个 Y 对 所 有 的 边 vij KA, 后 一 个 — 对 所 有 与 vi 相 
邻接 的 顶点 v, RA. 

EN Y (, Mf, Mahn. 由 定理 142 bid 
. H. 

运用 Cauchy-Schwarz PSA, R 1.4.4 中 的 上 界 . 


p» D | 


于 是 


x< (= sx». ` 


BERDIRI H. S. We 的 上 界 Qafa- 2/3 (& 19) XK. 
下 列 几 个 定理 , 也 在 不 同 程度 上 刻 划 了 图 的 特征 值 的 界 . 
定理 1.4.5 (Collatz, Sinogowitz [20)) G Æ n NAI 

图 ， 则 | | 


2cos (1) m £n-1, 


` KT ERS G 是 一 条 路 P, 和 一 个 完全 图 K, 时 达到 . 
定理 1.4.6 (Smith [21]) 4G 是 一 个 连通 图 且 A: = 2, N 
G 或 者 是 Kis, 一 个 图 Cn 或 者 是 下 列 树 图 之 一 


door 


同时 ， 若 <2, 则 G 是 这 些 图 中 的 一 个 的 子 图 . 
定理 1.4.7 (Smith [21]) ”一 个 连通 图 恰 有 一 个 正 特征 值 当 
上 且 仅 当 它 是 一 个 完全 多 部 图 

” ”我们 已 经 知道 , 删 去 G 的 一 边 将 导致 X 的 减少 ， 于 是 , 对 
”连通 图 G 的 任 一 个 同 阶 真子 图 O, 有 A(G) > A(G). BA, Bl 
”去 一 个 顶点 呢 ? 下 面 一 个 称 之 为 内 插 定 理 , 回答 了 这 个 问题 . 
:定理 1.4.8 (H. W fz) N G 是 一 个 图 ， 它 的 谱 
Mu 2 Am XK G i 的 谱 是 i > pa > > na, M 
prece 


À: 2 p 2 A 2 pa . 2 Hu- 2 An. 


证 NA. = A(G- (m)), A= AG). WJ 


Bo RK n — ETAR 我 们 可 以 取 @ 的 一 组 互相 正 交 
的 单位 特征 向 量 . 车 G 有 一 个 重 特征 根 ; 它 的 特征 向 量 中 至 多 
一 个 与 单位 向 量 ei 不 正 交 ， 

车 X, 是 一 个 与 e; 正 交 的 特征 向 量 ， 则 去 掉 X. 的 第 一 分 
量 所 得 到 的 ”- 1 维 向 量 也 是 G — (v) 的 一 个 特征 向 量 ， 故 
pi = M. 这 些 相等 的 向 量 自然 满足 定理 的 结论 : 

我 们 把 G IT MEM SSH X > X >> Te 


A N N SOF GRAY = a x.. 


i=1 


类 似 地 ， | a = Sa 这 里 C, = eX. 


iml 
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ME K AY = ur. 则 


AY = (uY)e; + uY = 2 b. X.. 


TN , RENNEN o 的 内 积 ， 便 得 


(GY) C, + ub; = bjÀ;, 


BD) . 
| Eu. Ye 
y= 

因 Ye; = 0, 便 得 


u. T) Cf, ` 
De N= 


此 关于 4 NE A Je, . 有 天 条 委 直 渐 近 线 ， 故 在 每 个 
KA (Ut, A) 中 有 一 个 根 ， 于 是 , 有 S — 


f Ki > fa > Ja > Ba D > Ara > dy. 


连同 上 述 相 等 的 特征 值 ， 便 证 得 此 定理 .证 毕 . | 
En 是 图 G 的 1 度 点 N vi HEUS RRR 
证 : 
xo = Axa-t«10) - xe- tu e) (9) 
But, 我 们 考察 一 些 简 单 的 图 类 的 谱 半 径 i 的 估 值 - 
EG É n Britt T., 一 个 熟知 的 结果 是 OR D 


200 1 < XM(T,) € VI. 


左边 等 式 成 立 , 2 l N23 T, K. 4 u f. b., 右边 等 式 成 立 ， 
HN Tu EE Ki, n—1l 


. 86 . 


OF n 阶 单 图 图 G( 即 恰 合 一 个 圈 的 图 )， 已 经 有 下 列 结果 
230 


(Ca) 22 € M(G) < A1(Sa), 


边 等 号 成 立 ， 当 且 仅 当 G 同 构 于 一 个 n 阶 轿 ， 右 边 等 号 成 

E 当 且 仅 当 CHATS Koi 添加 一 条 连接 它 的 两 个 1 

RARE, WA 号. 注意 到 当 n > 9 时 ASS) < vn. 当 
a9 KH. (Sa) = n. TA, XHE— n f HH G, 当 n>9 
EE 

E 2 < A(G) < Vn, 


“右边 等 号 成 立 当 且 仅 当 m= 9, G 同 构 于 5j. 
TARE f G 的 特征 值 的 知 值 已 从 为 发 展 到 A, BEB X, ff. 
£ WF on BL T. M. Hofemeister (Linear Algebra Appl. 260 
(997) ,43— 一 59) 在 指出 [24] 中 错误 的 基础 上 ,证 明了 或 者 ACT) 
SV / 全 是 用 一 条 路 连结 两 个 星 图 Ki., H S 度 点 所 
fitt. 1986 年 , 洪 渊 研究 了 一 般 ACTOR EAN (C25 D. 他 首先 证 
Lis 3 N Ik. 
3M 1.4.9 KT n Bre, 则 对 任意 正 整数 k,2<k< 
-1, 都 存在 一 个 顶点 ve V(T), N T — v 的 所 有 连通 片 (至 
多 一 个 例外 ) 的 阶 都 不 大 于 [(n — 2)/k] + 1, 例外 的 一 个 连通 片 
(如 果 存在 的 话 ) 的 阶 不 大 于 n 一 2 — [(n - 2)/4). 

HE Ru ATMA. 车 v=w 无 所 要 求 的 性 质 ， 
WT-w RHA—TRBATF n-2-[(n—-2)/k] HAH, N 
者 至 少 有 两 个 阶 数 大 于 (n - 2) K + 1 的 连通 片 . 

” 著 石 是 Tw 的 一 个 连通 片 县 的 阶 数 大 于 [ln 一 2)/ 和 上 1 

T- vi 其 余 的 连通 片 的 总 阶 数 小 于 -~ 2- (n 2)/ El. 于 是 ， 
Fuku TE TI PHBA, IZE To fh, ei 所 在 的 连通 片 

的 阶 数 不 大 于 n 一 2 一 ((n — 2)/k], AH T — v. 的 其 余 的 连通 片 
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ET vz t, AMRF 的 阶 数 . 

F o= v 无 所 要 求 的 性 质 ， 则 T, — o 有 一 个 阶 数 大 于 
[n — 2/5] +1 MIR To. K vs 是 v2 ET PA, 则 在 
T-% 中 ， ws 所 在 的 连通 片 的 阶 数 不 大 于 % 一 2 一 [(n — 2)/k], 
3 H T — ss 的 其 余 的 连通 片 在 T; — u, ch. 于是， 它们 的 阶 数 
小 于 Tw 的 阶 数 ， 若 Tn 一 vs 有 一 个 阶 数 大 于 [(n — 2)/k] + 1 的 
连通 片 ， 重 复 上 述 过 程 ， 在 有 限 步 以 后 ， 便 得 到 一 个 符合 要 求 
的 点 v. EE E. 

51 1.4.10 Ë T Ë n N. 则 存在 一 个 项 点 ve V7) 
使 得 T — v 的 所 有 连通 片 的 阶 数 都 不 大 于 [n2]. 

证 ”由 引 理 1.4.9, 取 上 =2. 本 引 理 得 证 . 

31 1.4311 UT Rn DRE, WTP EMR k, 
2 < k < [n/2], 都 存在 一 个 子 集 V! c V(T), V| = k — 1, 使 得 
T-V 的 所 有 连通 片 阶 数 均 不 大 于 (s — 2)/k] + 1. 

证 F = 2, 引 理 1.410 BE BUSH > 3 情形 .由 
IA 1.4.9, 存在 一 个 顶点 vi HBT -on 至 多 除了 一 个 连通 片 
外 ， 记 有 的 连通 片 的 阶 都 不 大 于 [n —2)/k] ＋ 1. MH II ië Ea 
例外 的 连通 片 (如 果 存 在 的 话 ). 设 n: 是 卫 的 阶 ， 则 


ni £n-2- Ez Js [SA] +1 


Hm < k, 则 可 找 出 符合 要 求 性 质 的 顶点 集 V, 我 们 可 设 ty > 

k. 由 引 理 1.4.9. 存在 一 个 顶点 vz, N T- v 的 所 有 连通 片 ， 

BSRT—H T, M 都 有 不 大 于 [m —2)/(k- 1)]--1 HHN, E. 

< [= 2- [m — — 2)/k] - 
k-1 


< [+ 


SET 


W Ty 的 阶 为 no, WI 
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semi [erf] rne 


| . RT insi CR 
| 是 所 要 求 的 性 质证 毕 . 

j A, BANAT CLE T ALT) 的 界 . 

Eu 1.4.12 RM TUNE GE Bo HN, W| 


o SM sy — 
i :对 任何 正 整数 k (2 < k < [n/2]) 成 立 . 此 外 ， 车 n = 1 mod k, 
) 的 上 界 是 最 好 可 能 的 . 
E 因 人 是 一 个 二 部 图 ， 故 
A(T) = ~Angii(T), = 1, 2, ., | 下. 
| Fa Mr) zo (srs 20. 


E V’ C V(T), |V'|  k- 1, LERT- y' -的 所有 连通 片 的 
前 数 不 大 于 [ln - 2)/k] 41, 于 是 ， 由 定理 1.4.8 


AT) SM — V^) < V [>]. 


An = 1 mod k, Nn — Ik - 1, KA. I > 2. 可 以 构造 一 棵 树 
T NF: R NN Ki -i 和 一 点 v, 把 每 个 星 的 中 心 与 
A M. BI, T. "有 上 个 连通 片 ， 每 片 是 Ki, 于 是 


M(T* - v) = (T* 9) =... = A(T* -9) = VIZ T. 
由 定理 1.4.8 


39 " 


A(T* 一 v) > A(T") > AGAT" — v), 


2 % -2 
vi =y [I Ek. 
K, WAR (pep 把 上 述 结果 精确 化 ， 得 到 了 下 面 深刻 


的 结论 ; 
MF n Brin T: 


E | A) < VIA —1, 28* [2] (°) 


Bj BU n x 0(mod k) 时 ， 此 上 界 是 最 好 可 能 的 . 
2. 34 n= 0(mod k) 时 ， 上 界 (s) 中 严格 不 等 式 成 立 ， 但 对 
任意 = > 0 EX A(T) < J[7] -1-« 一 般 不 成 立 : 
3. AEF n rik (forest) F, N 


ns Ë] ssf] 


这 个 罩 对 所 有 情形 都 是 最 好 可 能 的 ， | 
在 此 基础 上 ， 吴 小 军 ( [27D 得 到 n Br g EG 的 第 
k 个 特征 值 的 上 界 | 


1 2 1 


t= 
* ) = 


81.5 KH f f 


描述 一 个 图 G 的 谱 与 G 的 线 图 L(G) 0 RA. EERE 
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Ke. MARP, BURL, L(G) 的 点 集 相应 
主 于 G 的 线 集 ，G 中 相应 的 线 邻 接 时 L(G) 的 两 个 点 邻接 ， 进 一 
^ b, 可 以 引进 全 图 的 概念 . 一 个 图 G = (V, X) 的 点 和 线 都 称 为 
XX. 一 个 图 的 两 个 元 素 是 关联 的 或 邻接 的 则 称 为 邻 元 素 . 全 
E T(G) 以 V(G) u X(G) 为 点 集 ， 当 T(G) 的 两 个 点 在 G 中 是 
邻 元 素 时 ， 它 们 邻接 下面 给 出 线 图 及 全 图 的 两 个 例子 . 


图 1.5.1 


当然 ， 上 述 关 于 线 图 和 全 图 的 概念 也 适用 于 有 向 图 D. Bl 
LD 的 顶点 集 相应 于 D 的 弧 集 ， 而 (a, b) 是 L(D) ch HN B 
仅 当 在 D 中 存在 顶点 4,v,w 使 = (u, v) B. b= (vw). BFA 
内 全 图 ， 也 作 类 似 的 改变 。 ( 见 图 1.5.2) | 


* 512 中， 我 们 已 经 引入 了 图 的 关联 矩阵 的 概念 ， 
设 ” 阶 图 G 的 邻接 矩阵 为 4(G), RPE B, X C = 


. 41 ， 


diag (61, . hn), Pi A G 的 顶点 v, PORE. HEA 1.21, 及 
一 些 简 单 的 计算 ， 我 们 可 以 直接 得 到 下 列 


H 1.8.2 


21 1.8.1 E L(G), G 是 n 阶 和 带 有 4 边 的 
图 (简称 为 (wwg) E), MW 
(1)  A(G)- BBT — C; 
Q) A(L(G)) = BTB — 21,; | 
f (3) xere(A) = M7"xgpr (à) A BT B 的 特征 值 非 负 (n < 
q). | 
上 述 的 (2) 可 以 直接 从 线 图 的 定义 得 出 . a j M. 
* G 的 边 e 和 e, 有 公共 顶点 ， 则 ALG) 的 G., ) 位 置 元 是 
1, FW, ET. WAR, BTB-2 的 6 位 置 元 也有 同样 
的 0, 1 K K. 
由 引 理 1.5.1， 可 得 到 下 面 的 性 质 . 
”定理 1.6.3 RAN LG) 的 特征 值 ， 则 和 > -2, K 


.42- 


š: G MDH q > WAR n, 则 入 = -2 L(G) 的 一 个 特征 值 . 

Lo 证 “对称 矩阵 BTB 是 半 正 定 的 , 因此 , 它 的 特征 值 非 负 . 
" Ë X ALG) 的 一 个 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 ， 由 引 理 
155.1 % (0 


BT BX = (2 + X. 


于 是 和 > -2. 车 G 的 边 数 g > WAR n, II BTB 是 奇异 的 ，0 
- Æ BTB 的 一 个 特征 值 ， 即 -2 是 L(G) 的 一 k. 证 毕 . 
. 是 一 Tk- ENM, 它 的 边 数 &g = ink, G 的 线 图 L(G) 
E 26 1) 正则 图 ， 下列 定理 ， MATENE G 和 它 的 线 图 
L(G) HES MA MHAR. 
定理 1.5.3 (Sachs 28) K An Mk EMH, Wi 


xi = (A + 2)? "yc (À +2- k). 


E EXMA nta BER 


VU = ; 
| ABT Al,- BTB 


det UV = det VU, ` 


M det (AI. ~ BBT} = A^ det(ÀM, — BT B), 


XL(GÀ) = det(A- Az) (X) 
^^ det(A--2), - BTB) (BIB 1.5.1) 
= (à + 27" det((A 2) I. BR) 
= (À + 2) -u det((A + 2 — E) Tu — A) 
( 引 理 1.5.1, K IE MHC = kI.) 


= (A+ 27^ xe(A 4-2 - k), 


XH q= ink. EE. 
由 定理 1.5.3, 我 们 知道 : E 
| kx A2 .. X 
spec G=| . „ 
f 1 m m m, a 
则 
2k-2 k-2+M e k 244, -2 
spec L(G) = | 
1 m; : m, gon 


例如 


2n—4 n-—4 —2 
spec L(K,) = 1 
f 1 n-1 zuln —3) 


; IL 称 为 三 角 图 T(n) (triangular graph), 它 有 2500 -1) 
:个 顶点 ， 每 条 边 都 落 在 一 个 三 角形 上 . 
对 于 全 图 ， Cretkovic ABIT FEAR. 
E 1.8.4 (Cretkovicl12])) 设 G 是 * EMH. K X 是 
xc(X) 的 根 ， 则 对 于 G 的 全 图 T(G), 有 


XrtGj( 为 一 (十 2)8 II- (2; + k — 2)A 


i=l 


T* + (k — 3); — B). 


证 设 4(G) = A, G 的 关联 阵 是 B, L(G) magia L. 
由 1000 的 定义 及 G 的 * EMER: 


BBT = AKI, 
BTB = LA 21. 


El T(G) BW 483 E Re —" FH (q + n) x (a +n) AN 
NA 
B L] 


M+kI-BBT | —B 
xi ü 


BT +21-B7B 


(AT- BBT ES. 


-Qrk-1)BT + BBB” — (420 


(A-- k)I - BBT 
B D 
Tp txLICO-ke08T.B"BB" 0 
| -Q+k+1)B7+B™BBT — (c2) | 
= (A +2) det (ur - A+ g^ + MYA- + DD 
= (A+ 2)t7" det(A? — (24 — k --3)A 
4? — (k — 2A — K)I) 


= Atay o- (23 K ＋ 0A +2? (K DAK) 
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= (à +2)” Io — (24, + k — 2)A + A? + (k — 8) — k). 
$=1 
MG 1.2. . ) 是 A BREN. ERE. 
由 上 述 定理 ， 我 们 知道 ，T(G) 有 (对 > 1) q — n BYTE 
48 —2, 且 有 下 列 zn 个 特征 值 : 


SOM 254 V+ 44) 11, n 


直到 1978 F, A. J. Schwenk 和 .RR. J. Wilson 在 他 们 的 综述 
文章 On the eigenvalues of a Graph 中 { 见 Selected Topics in Graph 
Theory Edited by L. W. Beineke and R. J. Wilson, Academic Press, 
1978), 还 把 类 似 于 上 述 的 DD 和 LD) 的 特征 多 项 式 二 间 的 关系 
列 为 尚未 解决 的 间 题 之 一 . 

80 年 代 ， 中 国学 者 成 功 地 解决 了 这 一 问题 ， 更 一 般 地 ， 我 
1128 IE HT FR H TR tb El D(V, X), |V| =n, |X| =m. 48 
RAK 4 = AD), Ar = A(L(D)). EX D É nx m H HHR 
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EN 及 入 关联 短 阵 B, 如 下 


Bo = (5%), Br = (BL), 


. % z; 是 顶点 wi fU 
0 KK 
" | 1 Ko BARS HAN, 
0 KR. 
引 理 1.5.5 
A = BoB], 


Ar = BT Bo. 
ES: 1.5.6 ( 林 国 宁 ， 张 福 基 (297 


xup) (à) = i . 


det UW = det WU # 
X" det (AI. — BoBT) = A" det(AL,, — BI Bo). 
TÉ 
XED) = det(AL,, 一 At) = det(AIm — BT Bo) 
= A7" det (XT, 一 Bo Br) = Ma det (AI. — A) 
A ). | 


证 毕 . 
由 上 述 证 明 ， 我 们 可 以 看 到 ， x, or) = XE, O, 
并 且 有 下 列 两 个 有 趣 的 推论 . 
K 1.5.7 ”顶点 数 和 骤 数 相等 的 有 向 伪 图 和 它 的 线 图 同 
m. i 
X 1.5.8 ”对 任意 n> 4 FE ANN EN F] et 
( 非 同 构 的 ). | 
šE ”下列 图 对 (Di, Da) PARR 
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BB D, 9 L(D.) H D, 的 顶点 数 与 弧 数 相等 ， 由 系 1.5.7 Di, D; 
Nun. | | | 
”对 于 有 向 全 图 T(D% 我 们 也 可 得 到 类 似 结果 ， 记 了 (D) 的 
AEN Ar. W| H £ X 


f A Bo 
Ar = , 
BF Ar 


用 引 理 1.5.5, 我 们 可 以 证 明 
K 1.5.6 


xr m) = A77" det (AI. — A)? — A). 


证 
Aln — 4 — Bo Ala — BoBT — Bo 
Xr(p(4) = o = | 
' -BT Als, 一 Ar -BF Alin 一 BT Bo 
—Al, 一 BBF — 0 


-BF — BT (AI, ~ Bo BT) AL, 


My — Bo Br + = [-(1-- 34487 + BT BBT] 0 
2 


-(1-AL)BT + BTBBT A 
. = A^ det(A? In — ABSBT 


BET + BoB? BB?) 


=A" det(A7Z, — AA — (1+ 4A + A?) 


-a det((AIy ~ A)? — A). 证 毕 . 


由 定理 1.5.9, 如 果 | 
Ay À , | 
spec D = ; 
mi MWg +: Ma 


0 M+ 入 1 一 u Ast Age 
spec T(D) = VATI MI N. VÀ, 


出 


m- my mi, Um, m, 
因为 对 于 4 BY n PRE AO, A0, . ., A00. 由 定理 1.5.9 


xr (A) = x7" [Tto - 3? - 3) 


= m IIo - nO + VDA - 19 „). 

与 简单 图 不 后， 有 向 图 的 特征 信和 不 一 定 是 实数 ， 即 使 D MUR 
征 值 是 实数 ，T(D) 的 特征 值 也 不 一 定 是 实数 ， 一 般 来 说 ， 若 
D 的 特征 值 是 s 个 相 异 的 负 实 数 ， 则 TD) 的 特征 值 是 s 对 共 
AN; K D 的 特征 值 是 正 实数 ， T(D) 对 应 的 特征 值 亦 
是 实数 ， 且 入土 VE= (3) 424 

近年 来 ， 由 于 对 图 谱 的 研究 ， 线 图 的 概念 被 进 一 步 拓 广 . 
在 定理 1.5.2 中 ， 所 有 线 图 前 特征 值 都 满足 和 > —2 的 条 件 ， 
当然 ,这 一 性 质 并 非 线 图 的 充分 条 件 . 1970 F, Hoffman ([28]) 
引进 一 类 称 为 广义 线 图 (generalized line graph) 的 图 ， 它 满足 
A> -2 的 条 件 . 
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| $53 h, RIO rit m ABSA CP BAH 
ME Kzx ME 条 两 两 不 相 邻 的 边 所 得 的 图 ， 特 别 地 ， 当 
eon, Aux AT AME). dt G 的 顶点 集 为 
2 , fh. 

I 一 个 广义 线 图 LIG, ki, ka. . kn) 是 一 个 阶 数 为 n+ 2(ky + 
Eh ^5) 的 图 ， 它 的 构造 如 下 : 一 个 线 图 L(G) M n 个 不 
的 鸡尾酒 会 图 OU PG). , OPli. üt z 是 L(G) 中 
BORG 中 边 , i) 的 点 ， 则 把 = 与 CP(S), CPO) 的 每 一 点 连 
HR. BE. h = E= b 0 H, IKA HN LC), 当 
= hn 时， 广义 线 图 是 鸡尾酒 会 图 CP(n). 
„Hoffman . IE M ([30] [31]): 

(1) 车 和 是 广义 线 图 的 特征 值 ， 则 X> -2. 

ko (2) FG 是 一 个 阶 数 大 于 36 且 它 的 特征 值 满足 > -2 的 
Bes, n G 是 一 个 广义 线 图 ， | 

E (全 车 G 是 一 个 阶 数 大 于 28 HEEE A -2 的 正则 连通 
LE, MG 或 是 一 个 线 图 ， 或 是 一 个 鸡尾酒 会 图 . 

i 。 关于 广义 线 图 的 研究 , 近年 来 也 是 一 个 相当 活 腾 的 课题. 
bK N (real root system) 的 概念， 有 兴趣 的 读者 可 参 
A [32]. 


$1.6 Ae 


”一 个 图 能 够 被 它 的 邻接 和 矩阵 唯一 地 决定 ， 可 是 ， 却 不 能 被 | 
它 的 谱 所 唯一 地 确定 ， | 
fiim, BA Kis H KI UC, 它们 都 有 相同 的 特征 多 项 式 
(2—493. 显然 ， 这 两 个 图 是 不 同 构 的 . 
有 相同 特征 多 项 式 的 两 个 不 同 构 的 图 称 为 同 谱 图 ， 对 于 有 
和 月 图， 周详 图 是 大 量 存在 的 ( 见 系 1.5.7). 


对 于 简单 图 C, 上 述 的 两 个 同 谱 图 是 阶 数 最 小 的 间 谱 图 ， 
易 见 ， 这 后 一 图 是 不 连通 的 ， 如 果 增 加 连通 性 ， 最 小 同 谱 图 的 
阶 数 是 6, 例如 | 


Gy I G; 


1.6.1 


xa, (^) xXx, (A) = A — 7⁄4 — 4X 
— TX +4X- 1 ËB Gi t Go. 


C, 和 Ga 分 别 由 4 块 和 3 块 组 成 . EE AM (B2): 最 小 
的 同 谱 块 有 7 阶 ， 而 最 小 的 同 谱 树 有 8 Br. 


— 


图 1.6.2 


Hoffman (133) 构造 了 阶 数 为 :16 的 正则 二 部 图 ， 而 最 小 的 同 谱 
正则 图 (10 Br) 也 被 构造 出 来 了 . 
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WC 下列 定理 考 串 构造 一 整 类 同 谱 图 . s 

M 1 定理 1.6.1 (Mowshowitz (34]) ”对 任何 正 整 数 k, E k + 
aa 周详 图 

KS RAR, 是 两 个 已 知 的 正则 同 谱 图 , 对 0 << 
m 4G Bit H. Mk-i-1 1 的 并 的 补 图 ， 显 然 
Mad Gy, BEG B IE HU. 

[o^ XT— > 正则 图 G, 注意 到 G 与 G 有 相同 的 特征 向 
ja 我 们 可 以 得 出 关系 


xa0) = (-1)" (3323515 ya(—a- D. 
ER 122, ay An, Go, G1, · Mo 1 In] it. IEE. 
为 了 构造 出 同 谱 图 ， Schwenk ([35]) 引进 一 个 BE he 


设 图 G, HHN ri, Gs BRA ra, G1 和 G; 被 称 为 同 谱 有 
BS, M xe, (和 A) = xo, ( B. xo, ( = xd. rs 

上 述 的 G, 与 G; 可 以 是 不 同 构 的 图 ， 也 可 以 是 同 构 的 图 
‘finn 是 不 同 的 根 点 . 

.可 以 证 明 , 如 果 G1, G, ERARD, 则 取 一 个 根 图 HR 
Ar) 把 G, 5 H H ri 与 + 处 粘 合 ， MO 5 H # r, Ar hk 
粘 合 .两 个 所 得 的 图 仍 是 同 谱 的 . 这 就 为 我 们 构造 同 谱 图 提供 
了 一 个 有 效 的 方法 . . 

可 是 如 何 判断 两 个 图 G, 与 Gs BABAR? 下 面 定理 
给 出 了 一 个 充 要 条 件 . . 

N G 有 正 交 特征 向 量 Xi, Xn Co HE N A 
N. Y (WSA RAR, WE). 

E xa, (À) = xa), A1 Xi = Xi, AY; = AY; 对 所 有 i 成 
X. 
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单位 向 量 e; = (I, O, ., 0) KN NH NA, NA 

定理 1.6.2 (Herndon, Ellzey (36]) H xa, (A) = xa, (, Ga 
各 Ga 是 同 谱 有 根 的 当 且 仅 当 (ei)! = (ei Y03, i K 1, 2, n 

证 ” 回 涛 到 内 播 定理 (定理 1.4.8) 的 证 明 ， 可 见 : pk 
G1 一 71 HN E HAHN A 满足 


JE l, „ 是 Ga — ra 0 % IE ff 20 H N24 V M. E 
| y enr (ei: M. 


这 使 导出 : 车 (ei ` XY = (e Xy, i= 1,2,-+-,%, XG, =r (A) = 
Xa; n, (4). (H ERN HHH ERR). a 
反之 ， 若 上 述 两 个 和 有 同样 的 根 ， 即 由 结构 IIC. A) e 


i=} 
两 式 给 出 的 两 个 % 一 1 次 多 项 式 有 同根 ， 于 是 ， 这 两 个 多 项 式 
的 一 个 是 另 一 个 的 倍数. 但， 每 个 多 项 式 的 首 项 系数 


Dei X) ei e = 1 Deer ` Y, 
ici i=l 
即 多 项 式 是 恒 等 的 . 在 两 个 多 项 式 中 , $ p= NM, 1. 2, . n, 
便 得 (ei - X)? = (e1 · L). IEE. 
近年 来 ， 对 同 谐 图 的 结构 的 研究 有 较 大 的 进展 . 总 的 来 说 ， 
构造 局 谱 图 类 有 两 个 主要 前 方法 . 
其 一 是 MAH“ 的 方法 . 即 移 去 一 “ 块 ” 图 ， 换 上 一 “ 块 
新 的 图 ， (也 可 能 是 同 构 的 图 ), 使 得 前 后 的 谱 不 变 ， 但 新 的 图 
与 旧 的 图 不 同 构 . | 
”其 二 是 “ 积 "的 方法 作 图 的 积 (如 某 种 张 量 积 ), 而 积 的 谱 
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DORT A ULT. 于是， 一 个 因子 (图 ) 被 同 谱 图 代替 ， 产 
攻 表 的 积 图 与 原来 的 图 同 谱 但 不 同 构 ， 
上 ”我们 看 看 形成 同 谱 图 的 一 个 二 部 图 结构 ， 设 图 G1, Ga, 二 
T B. 尹 的 两 部 分 独立 顶点 集 V(B) = RUS, 其 中 Rn S =6, 
“IRI = r, [Sf-= s. S, C (Oi), So CV(G2)， 我 们 构造 一 个 图 
` (G1, Si, Ga, Sa) 如 下 : KA Gi EM (copy) Ms N G 
“WR. SHUNT B 的 两 部 分 顶点 。 5 的 每 个 顶点 与 S. 的 
MAN H MHR, HNA Bh, S, 和 SS 所 在 拷贝 的 
对 应 点 是 相 邻 点 。 
rn, nN MRA HEIM. 
EH 1.6.3 (A. J. Schwenk, W. C. Herndon, M. L. Elbey, JR. 
Ë 车 满 足下 列 两 个 条 件 之 一 ，B(G1, Si, Ga S2) NH B(G, S, 
6,5.) HM. | 
Uo) res. | 
2) GAG, H. 
证 A1. A2, , AL En ff f G 的 特征 值 。 G 的 邻接 
矩阵 为 4. 令 Mi = LM. 特征 值 (u. , ,] 确定 Me ME 


D... Mo} 也 确定 特征 值 ， 又 Ms = tr Ak, 它 等 于 G 中 长 为 
《的 闭 途 径 的 总 数 ， 于 是 ， 两 个 图 同 谱 当 且 仅 当 它 们 当中 ， 给 
定 长 度 的 闭 途 径 之 间 能 建立 起 一 一 对 应 ， 

当 满足 定理 的 条 件 (1) 时 ， 我 们 可 以 这 样 建立 超 这 个 对 
Mi: 在 B(G, 5,65, S:) 中 完全 在 一 个 G, 中 的 闭 途 径 对 应 于 


(2, Sz, O1, S1) f FI f f HHNE, ( 因 r= s)， 而 上 述 第 一 个 - 


图 中 一 条 通过 几 个 G. 的 闭 途 径 可 以 看 作 是 用 B 中 的 边 把 G, 
和 G2 的 途径 分 隅 开 来 的 交 链 序列 ， 于 是 ， 在 第 二 个 图 中 的 对 
应 的 闭 途 径 也 可 由 原来 的 G, 中 的 路 得 到 . | 

当 满足 定理 的 条 件 (2) 时 ， 因 G, 和 Ga ERW, K G 
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it — AR Co RARE. 于是， 我 们 可 以 有 一 
个 对 于 全 在 G, 中 的 闵 途 径 之 间 的 对 应 ， 而 对 于 通过 几 个 6; 的 
Mia, RA. IE. 

当然 , 上 述 证 明 并 不 排序 B(G, Si, Ge, Sz) 和 B(G5, Sa, Gi, 
S,) 同 构 的 可 能 性 . - 

WG, 是 正则 图 的 情形 ， 我 们 有 f 

”定理 1.6.4 (A. J. Schwenk, W. C. Herndon, M. L. Ellzey, JR. 

py 车 G, X 是 正则 图 且 V) = 2151], 则 B(61, 51, Ga, 52} 
和 B(G,, V(Gi)\S1, G2, 53) BBN. 

证 ”由 G1 的 正则 性 及 (S| = sive (Gi), Gi mb N 
. BASE S, 的 和 途径 数 必 等 于 始点 、 终点 均 在 V(Gi)NS: 中 的 途 
Bk. 于是， 它们 之 闻 可 以 建立 起 一 个 一 一 对 应 . 我们 可 以 对 
Gi 中 始 、 终 点 均 在 S, 的 途径 的 每 一 部 分 ， 均 用 始 、 终点 都 在 
V(G,AS, 的 对 应 途径 来 代替 ， 并 且 移 动 从 8 到 S2 的 一 边 的 
一 个 端点 ， 使 得 它 联 接 这 条 新 途径 ， 于 是 便 建 立 起 长 为 k 的 闭 
途径 之 间 的 一 个 对 应 证 毕 . 

另 一 个 熟知 的 构造 同 谱 图 的 方法 是 , 利用 图 G 顶点 集 的 子 
集 的 点 之 间 的 邻接 关系 , 构造 与 G 同 谱 的 图 . 设 S c V(G). 记 
Sa = V(G)\S1, 构 作 图 G., K VG’) = V), MF 5j € V(G?). 
X dj BAT S, RS, 则 ;与 了 在 G' 中 相 邻 当 且 仅 当 它们 在 
G 中 相 邻 ， 车 ij 分 别 属 于 51 和 Sa 则 ;与 了 在 G 中 相 邻 当 
且 仅 当 它 们 在 G 中 不 相 邻 . tu GA c 都 是 正则 图 ,. 且 每 点 
有 间 样 的 度 ， 则 G 和 G 是 同 谱 图 . 这 一 方法 称 为 Seidel 转换 
*. 
| XB. 我 们 介绍 C. Godsil 和 B. Mckay 关于 构 作 同 谱 图 的 
| 几 种 新 方法 . 事实 上 ， 这 是 Seidel 转换 的 一 个 推广 ， 称 为 局 部 
转换 法 (local switching). 

E = (SuSa „807 8) 是 G 的 顶点 集 V(G) 的 一 个 分 
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Mo 对 于 每 对 ij € U. 2. ., , 每 个 点 v. e 8. 与 同样 数量 的 
顶点 v; E S; t, XN NR VES 5 8; I AMERBOR = 
种 可 能 : 005 S; 的 全 部 点 相连 ; Gi) „ S; 的 一 半点 相 
* Q)e 不 与 S; 的 点 相连 . 车 这 样 的 图 记 为 G, EG, Æ 
与 5; 中 一 半 顶 点 相连 的 点 ve S, RMH o H S; 的 另 ~- 半 人 顶 
ARE, 则 所 成 的 图 记 为 G", TA, A FNA: 

E 1.6.5 (C. Godsil, B. Mckay [38]) Æ G" 是 由 图 G 用 
局 部 变换 方法 得 到 的 图 ， 则 'G 和 G" H, E IHA t H M. 

E NIN 分 别 是 全 1 矩阵 和 向 量 ， 定 义 


Qm - E 一 In, 


fu 


QZ, = Is. 
X ARRI, N 
OM = X. 


au- Ni nan o 1 向 量 . WH 
Qamt = jam ~ z. | 


4 Q = diag (Qu Quis Qui D, Ae G HBR. 
UC RACE RAPE). 于 是 ， 不 难得 到 QAQ 是 G” 的 
quB. HK G 与 G" mm. 

对 于 图 G, 也 有 同样 的 结论 ， 证 毕 . 

事实 上 ， 定 理 1.6.4 是 定理 1.6.5 的 特 款 ， 只 须 在 定理 1.6.5 
P, = (51. S.S) ch, S 是 图 Gi IER 8 是 。 个 
4 的 并 ， 就 得 定理 164 的 结论 ， : 

下 面 列 举 一 些 利用 张 重 积 构 作 同 庶 图 的 定理 . 
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定理 1.6.6 (C. Godsil, B. Mckay (38]) G, 和 G, AH 
Bi, Xi H REIS 则 HS XK SO Al H GIT X e G, 
Fg. | 
定理 1.6.7 (C. Godsil, B. Mckay [38]) . Gi 和 G2 EHI 
且 它 们 的 补 亦 同 谱 ，QZC, D, E n F HHH, 则 C@I+D@ 
J+EQG,+ FOG, 和 CGT DSI TEST FOS, 同 谱 . 
| 上 面 ， 我 们 叙述 了 一 一 些 同 谱 图 构 作 的 重要 结果 snum 
的 研究 中 ， 下 列 两 个 问题 仍然 是 关键 而 困难 的 问题 ， BD (1) 如 
何 判断 两 个 图 是 否 同 谱 ， (2) 1 E HE D E 
Æ. AB, 我 们 仅 能 通过 代数 的 方法 ， 而 很 难 从 图 的 组 合 结构 
上 去 判定 它 ， 


SLT — (0,1) 矩阵 的 谱 半 径 


上 面 ， 我 们 主要 论述 了 简单 图 的 谱 ， 用 邻接 矩阵 的 观点 来 
看 ， 我 们 仅仅 考虑 了 迹 为 零 的 对 称 (0, 1) 矩阵 的 谱 ， 耐 对 一 般 
(0, 1) 矩阵 的 谱 的 估 值 自然 引起 人 们 的 注意 

对 一 般 的 矩阵 B, 它 的 谱 半 径 p(B) ENA B 的 所 有 特 
征 值 绝对 值 的 最 大 者 . 为 了 研究 (0, 1) 矩阵 的 谱 的 范围 ， 主 要 
应 对 它 的 谱 半径 的 界 作 估计 ， un ERR AMR EE 
问题. 

对 (0, 1) 短 阵 谱 半 径 的 界 的 研究 始 于 最 近 十 年 ， TEER 
中 于 对 1 的 个 数 有 一 定 限制 的 对 称 (0, 1) 阵 (NN E) 和 
一 般 (0, 1) 阵 两 个 方面 的 工作 . 

按照 非 负 矩阵 的 经 典 Perron-Frobenius 理论 (参见 22) F 
列 的 结论 是 熟知 的 ， 对 n+ 阶 (0, 1) 方 阵 B, 有 

性 质 1.7.1 % 是 B 的 一 个 特征 值 且 有 与 之 对 应 的 
非 负 特 征 向 量 u. 车 伴随 有 向 图 D) 是 强 连通 的 ， 是 正 向 


1 | 
Ë (D(B) u. * ( 823) 
性 质 1.7.2 WB 的 行 和 是 71 72, „n; Wi 


min(ri,-.-,r,) < p(B) S max(r;, , ra]. 


T D(B) 强 连通 且 rir 不 全 相等 ， 则 不 等 式 严 格 成 立 . ) 
£ 性 质 1.7.3 TZ 是 一 个 正 向 量 ， 若 BZ > rG( 或 BZ < 
rZ), M p(B) > r (或 p(B) < r). MAN DUE) 是 强 连 通 且 
‘BZ = = rZ BÉ p(B) = r. 
性 质 1.74 BSC, N 5) < (C). 当 DIC) BRE 
HA BACH, SHEARER. 
”由 上 述 性 质 1.7.1 的 结论 ， Sa 中 所 述 的 ， 图 G ARER 
REACT. 这 与 本 节 中 更 一 般 的 定义 是 一 至 的 ，。 
我 们 考察 具有 一 定数 量 1 的 对 称 (0, 1) EB DK EE 
B. | 
先 考察 以 简单 图 为 背景 的 迹 为 零 的 (0, 1) MN. 
记 wp(mes) 是 所 有 迹 为 零 且 主 对 角 线 上 方 有 = 1 0 n Bt 
WAK (0, 1) 矩阵 的 集合 .pr*(n,e) = (A = (ai) € eln, e) #i<j 
Ba; = 1 NN FH k < 1, 其 中 Sil Sj N om = 1}. 
例如， 下 列 矩 阵 属于 e, 7) 


0 1 1 1 1 
1 0 1 1 0 
1 1 0 1 O 


11100 
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BRe< " 我 们 讨论 4 € ln, e) 的 p(4); 即 估计 具有 e 
边 的 简单 图 的 谱 半径 ， f 
jd f(n,e) = max{p( 4) : A € ln, e)], 
_f*(n,e) = max{p(A) : A € ln, e)]. 
定理 1.7.5 (Brualdi, Hoffman [39]) 
Ae en, e), JU 


P(A) < ise. 


等 式 成 立 ， 仅 当 存在 一 个 置换 矩阵 P, 使 得 PAPT c , e). 
特别 地 | 
| f'(n, e) = f(n,e). 

ü 设 4= (aj) e eln, e), A A) = f(n,e), HER 17.1, 
p(4) 是 4 的 一 个 特征 信 且 有 非 负 特征 向 量 X = (minm) 
EN XXT = L 因 对 矩阵 的 行 和 列 作 同样 请 换 不 改变 它 的 特 
征 值 ， 我 们 可 以 设 1 > 22250 2 za 70. 

Bag lu, e). 先 设 存在 整数 p 和 2 v. a, 使 得 ap = 0 
E a1 = 1. 

设 B = (bis) HAN PUE un ve, d. 和 asas 所 
得 到 的 矩阵 划 | 


f XTBX — XT AX - 2zp(zq— est) > 0, 


因为 4 是 对 称 矩阵 ， 故 p(B) > p(4). E solt 24) # O, 
P(B} > pA), 因为 p(A) = Fin, e), 我 们 有 zp(z_ — tari) = 0. 

E xp £0, II , = 4% E XTBX = p(4). 因此 BX = 
p(A)X. 但 | E 
(BX), = (AX), + Xp > (AZ) 
Y. | 
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TR 必 有 z, = 0, 因而 对 于 菜 个 整数 a < p 1, Hr. > | 
0 211 = n. 因为 p(4) = f(n,e), 故 4 的 左上 角 的 一 N 
sxs HEFTER A 除了 对 角 元 之 外 均 为 1, H oA) = (4) 
得 由 非 负 和 矩阵 理论 知 ， Flu, e) > p(A") > CA), 这 里 


perm ! 

现在 ， 设 存在 整数 p 和 q,ptl«q4, 使 得 aya = 0 B a5 41, = 
1. 1. 是 出 A 调换 元 Bog LUE NER gı Ay 和 . 1 于 是 
| f 
XTBX — XT AX = 2(2, — 2511)2,. 
MENE, WA | 

BX = e(A)X 和 (zy — tp41)2q = 0. 
o 车 Tp = T», y 
e, = (BX), = (AX), + gg = A) + ma: 


FE. 我 人 有 zs = O 2 = za = 0. 又 得 如 上 类 似 的 巴 

I. TK. | EE 
为 叙述 方便 ， 我 们 记 完 全 图 K, 的 邻接 阵 为 JD, 即 主 对 

MRTE 0, KN NR 1 的 k 阶 方 阵 ， 我 们 知道 72 的 谱 是 
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k-i | | 
”下 面 定理 , 给 出 了 有 具有 某 些 特定 边 数 的 简单 图 的 最 大 谱 半 
f£. | 
定理 1.7.6 (Brualdi, Hoffman (39]) 
Bk ATERBE e= (7) m 
| f(a, e) =k- 


lat, xt A e ln, e), (4) = 天 ~1 当 且 仅 当 4 置 换 相似 于 下 列 
形式 的 和 矩阵， | 
| i | 
. (1.7.1) 
0 0 mE 


| iE K 4e (ne) 由 定理 1.7.5, AMI (A) SK 1, H 
(A) = k-1 导出 A 置换 相似 于 形 如 (1.7.1) 的 矩阵 ， 
A= (a;;), R 


41 = = = rlr = dr, = 1 


A G,+1,+2 = =ð. 因 A € (n, e), A F e 


| A | 
| (1.7.2) 
A 0 | | 


这 里 Ay 的 第 1 列 全 1 Ar<k-1 
RU ee ef *v= UL... 7 
Inn 
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" BsVAVT- 


i£ B 的 主 对 角 线 的 —1 换 成 0, 得 到 矩阵 C. Mf NE 
Rx. xrxx s XTOX A % — 

X C ch, NH Bi, Br 中 的 元 换 成 绝对 值 ; 得 到 的 矩 
阵 记 为 D = (dy), 由 非 负 矩阵 理论 知 (C) < p(D). 因 D 是 非 负 
降 ， 它 有 一 个 对 应 于 p(D) 的 非 负 特征 向 量 X = (21,--- „n) 
RATT XTX = L #Fi=r+l n, Sa R Dchg i 
列 的 长 ， 显 然 ， 它 也 是 BB 中 第 NHK (Bp 38 í 54 1 的 个 数 的 
算术 平方 根 )， F, W 


我 们 将 证 明 p(D) S. 令 


= (y s? + ZEE A 0, 0, 1, . En), 
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W YTY =XTX=1, H 


X™DX = (r — 1)z2 +2 y indus; - 
j=r+1 =i. — 


= (r 1) 172 y» „( zidi) 


J = i=} 


S(r-0si*2 2 55 zi Ys, y, 
f Fr (U ‘= 
bei +2 Y Ee 
Jr 
<(r-) a +2 Y ES z,; 
` j=r+1 i=1 . 


= Y” EY. 


便 得 p(D) S. 因而 (A) < (E). 
现在 计算 (E) f E A, AE) 等 于 下 列 方 程 的 最 大 根 


2 (lr 1) — Yaf=0 (1.7.3) 


foci 


BU - NEED 中 的 第 十.…;n 列 的 长 ， 即 44 
中 相应 列 的 长 . 但 因 A, V e- (7) + 1. 它 的 列 的 长 的 平方 


和 是 <- (2). 于 是 方程 (17.3) 变 成 


| z ( - (%) = 0. 
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r—=l+v2kt -r —2k 41 2k Es 2k +1 
KE) = 


— k 1. enn RR k-r—(k—ry. 于 是 
s- 1. B(A) = -I, IG) -k-1. XH S k-1, & 
nr B e= (2). 0.72) Tb ORE A (1.7. 
258 让 

(i) AE. S. Friedland [40| 证 明了 
下 列 定理. 
| 定理 2.7.7 (Friedland [40]) * (%% „ mF 
HER A € el e) f | 


204) < Beadle ap eas)? f 


BH, 1 =0 时 ， 定理 177 BRIE LT6. 
特别 地 ， 有 下 列 
定理 1.7.8 (Friedland [40]) gem (P) 4-1, 42 2.0 
对 任意 € y(n, e, | 


2 — I 
44 < Ë= 20 +H 4) 


eK A 置换 相似 于 n HEN H, +0, 其 中 


. 65. 


一 般 地 ， 对 4 € ele), e= | ;) e; 8 < k, Brualdi 和 


Hoffman ((39)) 有 如 下 猜想 : 具有 最 大 谱 半 径 的 % 阶 图 G(A) 是 
这 样 构造 的 ， 由 一 一 个 点 向 一 个 让 阶 完全 图 K, 中 的 s 个 点 过 
” 线 ,其 余 的 = 一 一 1 个 点 是 孤立 点 . 1988 年 ,P. Rowlinson(Linear 
Algebra Appl, , 110(1988),43 一 53) 证 明了 它 . 
对 于 A€ en, GLA) 是 连通 图 的 情形 ,已 有 下 面 较 好 的 结果 . 
定理 1.7,9 (QU, (n) K A e, e), H G(A) 是 连通 
B. jj . f 
| | WA) € wÑ (1.7.4) 
等 式 成 立 当 且 仅 当 G(A) 同 构 于 星 Kin 或 完全 图 Kn, 
证 Ra RRAMBIA, n 表示 oa 的 元 素 之 和 . XR 
X = (coza ma) 是 对 应 于 特征 根 (A) 的 单位 向 量 。 G(4) 
的 顶点 集 为 {v1,… vn], 车 w 与 u; RA, wie xG WOR 
BX HK z; 所 得 的 向 量 . 
因 AX = &, M 


a X( = e X = plA)ay. 
由 Cauchy-Schwartz 不 等 式 得 


ela) ef = ſax s leslPEXG)P 


- n(1- > 4j. E (1.7.5) 
| oradjw | 
ERAS v; TOR ASISTUR vi. 
FE (1.7.5) 对 i 求 和 ， 得 
pA)? < 2e — ys (X Y a) (1.7.6) 
. ad | 
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n 


„(TL - Frat + Son Ys 


i=1 wy yndiv i=l i» EE 
2 Eu «X Y =) 
i=l #=1 oj i 


uv 


= de T Sa- ri — 1) 


i=l 


u f -n-1. (1.7.7) 
Ri. 由 0. 7.6) 得 
| p(A) < Nen Y 1. 


要 (1.7.4) 的 等 式 成 立 ， 上 述 过 程 的 每 一 步 都 要 等 式 成 立 . 
di (1.7.7), 我 们 有 


Y Y 23) = * x aj (1.7.8) 
inl -eyadjv. i21. 
Wim r, = 1 EÑ +, = n-1(1 < í < n). — G(A) 是 星 
Kin 或 完全 图 Ka 反之， 易 证 ， 对 这 两 个 图 ， (1.7.4) 的 等 
NMT. TK. | 
”福音 到 对 n> 3 的 简单 平面 图 有 e < 2n - 6, KN 
K1710 HAE olme) 且 G(A) 是 简单 连通 了 而 图 ， . 
^23, 则 
(A) SVN II. 
最 近 曹 大 松 和 Andrew Vince [42]) HAN NRW 


p(A) «4 =, 
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而 对 n 阶 外 可 平面 图 有 
PA) <1+ V2 V2-- Vn B. 


| 又 注意 到 NG) = 2e 这 这 里 入 (G), i= 1,2, JE G Ë 


特征 值 ， 且 x > Mx» 2 M. 则 由 定理 1.79 有 a 
N 1.7.11 HAE ln, e), GA) 是 连通 图 ， WS 22(G) > 
i-2 ' 


n—1 T). NIR HN G Ki. 1 X. 

现在 ， 我 们 考虑 非 对 称 的 (0, 1) E. N ln, d) HN d 
个 1 的 ” 阶 (0, 1) JE PERS MEA. ut (n, d) 是 u(n,d) 中 的 这 样 的 
”矩阵 记 成 的 子 集合 ， 它 的 每 一 行 的 1 都 在 0 的 左边 ， 每 一 列 的 
1 都 在 0 EE. Mid 


g(n;d) = max{p(A) : Ac "m 4) 
9°(n,d) = max(p(A) : A € 1 (n, d)). 


“平行 于 对 称 的 情形 ， Schwars 已 证 明了 与 定理 1.7.5 相应 
的 结论 . 

定理 -上 .7.12 (Schwarz [43}) n, d) = ln, d). 

在 对 称 (0, 1) FE. BMA MEE fJ bEPE 2; R 
Ge), 然而 ， 对 非 对 称 (0, 1) 炬 阵 ， 这 一 结论 不 成 立 ， 例 如 
als, 7), 它 的 最 大 谱 半 径 是 1+ V5 但 下 列 3 EHI e 

可 达到 1+V5. ` 


111 111 111 
111 110 101 
100 101 110 
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ER. 它们 不 全 属于 15,7). 
”迄今 ，g(m 可 尚未 完全 确定 : Bruaidi 和 Hoffman ([s9]) 证 


明了 一 些 特殊 结果 : 

”定理 .1.7.13 (Brualdi, Hoffman (39). K k 是 正 整数 ， 则 
gink?) = k. 同时 ， 对 A € un, xe). ofA) = k MAM A 置换 
相似 于 * . 

EA 1.7.14 (Brualdi, Hofman la * k & EEK. M 
置换 相似 于 .. 


J; | * | EE _. 
| | (在 * 处 恰 有 一 个 1) (1.7.9) 


* 


(1.7.10) 


(=) 


| m 1.7.13, 运用 矩阵 论 的 关于 特征 值 的 Schur Rar 

(89]) 不 难 证 明 . 这 里 ， 我 们 叙述 较 复杂 的 定理 1.7.14 的 证 明 . 

BEDE 2 按 降序 排列 的 特征 信 为 (2),…, 和 (2)- KEN 
3]2]0 1.7.15 RAB n BEER, B 是 4 的 一 个 至 


PX 


少 有 3 行 的 子 矩阵 M 


(A) yu (AAT) - ABB") - X(BBT) ). 


证 “因为 对 置换 矩阵 P 和 Q, GA = PAATPT, 
不 失 一 般 性 ， 设 


XXT + ! 
AAT = |, XX'-BBT cor 


* * 


FFA . | | 
ATA XTX +YTY. 


”因为 COT AKER, HOXXT 的 特征 信和 分别 大 于 或 等 于 
BBT 的 对 应 的 特征 值 ， 类 似 , 因 YTY EFEZ, ATA 的 特征 
值 分 别 大 于 或 等 于 XTX 对 应 的 特征 什 ， N XXT N XTX N 
相同 的 非 零 特 征 值 ， 故 


A(AT A) + NGA 2 Xx) + Ag(XTX) 
= * +A (XX7) 

| I > MBT) 35 Br). | 

X {el S M) EE 


因 . | 
— AMAT A) T. . A (ATA) = tr (AT A), 
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- 


í 


(o( A) < N (AT A) < tz (ATA) = Ao( 47 A) — A(ATA) - 
Ë < tr (A7 A) — Aa (BBT) - As(BB7), 


MARHE. 

定理 1.7.14 的 证 明 : 

EU. gink? ME > k. 因 如 果 4 HEFER (1.7.9) 和 
1.7.10), N p{ A) = 

HAE "TH 1). 仅 需 证 明 (A) < k. 由 定理 1712, 我 
门 可 设 A 8 GU, K ＋ 1), BA 的 行 和 有 至 少 3 个 不 同 的 非 零 
1. 若 4 不 包括 4 AES, 且 这 些 列 中 至 多 两 列 有 同样 的 
和 ， 则 除去 0 行 0 列 ， 


16 P 12 71, 4 a 4 9I, 至 多 两 列 有 相同 和 ， 选择 4 个 这 样 
4 列 ， 我 们 可 以 得 到 形 如 下 面 的 子 矩阵 B 


1111 [i11 1 1111 
1110 1110 1100 
1100 1000 11:00 0 


| (1.7.11) 
FR 4308 B, 不 难 证 明 | 


M(BBT) + A(BBT) > 1, | 
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TE, 8:3] 1.7.15, 
p(A) < Jk 1) - =k. 


现在 , 考虑 4 的 行 和 有 人 卒 多 两 个 不 同 的 非 零 值 的 情形 ， 由 
转 置 ， 可 设 列 和 有 至 多 两 个 不 同 的 非 零 值 

车 4 有 主子 矩阵 等 于 1, 定理 成 立 ， 否 则 由 定理 17.12, 
plA) Sl), 其 中 - 


JJJJYa 
JJo0[|b 
17100|。 (1.7.12) 
00 007 4 
abe d 
这 里 应 满足 
(a+b)? +2ac+betad= 4 14 4b 2 l. 

由 简单 计算 可 得 
H 

P(C) Sk BF (a lab Hf. (17.13) 


abe < k, MH (1.7.12) N ) < k, M Na > k. 
| 先 考虑 atb+e>k. H (1.7.13) RT #, „(C) < k, (17.13) 等 
式 成 立 导 出 mE 
_ a+b=1, c=k, dd 0. (1.7.14). 
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于 是 "n < k, 等 式 成 立 仅 当 (1.7.14) NI. 若 (1.7.14) MT. 


M+1=k+1 (a=0,b=1,c= k), 


BR k= 1 k = 2, A 置换 相似 于 矩阵 (1.7.10) 的 形式 之 一 ， 

aT T= 为 则 由 矩阵 (1712) 注意 到 C A 2 + 1 + 
1. N ad > 1， 于 是 用 (1713), TA, p(C) < k, 等 式 成 立 导 
出 ad = 1, HK, p(4).< k, 等 式 成 立 仅 当 a = d = 1 假设 
„ = k Ma=d=1, M= o, HC 的 非 零 行 和 从 而 4 NE 
HHN TT), * (k fi). 因为 p(4) = k, HSE ft NE PERS 
Perron-Frobenius 理论 知 : A 必 有 一 个 pxp 的 每 行 每 列 带 个 
1 的 不 可 约 子 阵 (可 见 $2.3). 因为 4 DUIS 2 +1 4 1, 故 ARE 
换 相 似 于 形式 (1.7.9), N K = 1, 这 时 4 置换 相似 于 (1.7.10) 的 
第 二 种 形式 . ER m 

MF d= k +t t< 2k 的 情形 ， S. Friedland (lad) 证 明了 
下 列 的 结果 . | | 

定理 1.7. 16 (Friedland BOD X A e ln, d), d = * + t, 

1<t < 2k, 有 


k + v k* + 2t 


— (1.7.15) 


p(A) S 


ARN AY t= 2k B 4 置换 相似 于 b . ) 其 中 
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定理 1.7.17 (Friedland [40)) Xİ A € p(n, d), d 2 k?--2k—-3,- 
k>1, 有 mE 
k-1+( + 6k = D 


(A) < — 2 


30k > 2, 上述 等 式 成 立 当 且 仅 当 4 TA HMT | Hers 0 ) 
. 7 0 0 


其 中 


.对 于 一 Enn X Friedland (o), 曾 提出 下 列 
"a: 设 


e= (% 184K, 
d-k +t, ERI 


则 存在 nxn mae A € ln, e), B € uin, d), 4$ 96 = fre), 


74 


kn = g(n,d) B 是 对 称 和 矩阵 ， 则 4 可 以 用 0 PIE 中 的 
MAT 1 得 到 |. | 
RE, 我 们 讨论 (0.1) 矩阵 说 半径 的 下 界 . 为 了 研究 方便 ， 
menn n Bt (0, 1) FF FEN A 0 的 个 数 而 不 是 1 的 个 数 
. B A(n,7) BAA 个 0 ffn Hr (0, 1) 矩阵 的 集合 ， 
(9,7) 是 B(n, 1) 中 的 这 样 的 矩阵 所 成 的 子 集 合 p 
"t. 1 必 在 0 的 左边 ， 而 每 一 列 中 1 必 在 0 "n Rid 


g(n,7) = min(p(4): A € a(n, 7)}, 

7 (5, 7) = min{p(A) : A € f (a. ). 
H Schwarz 的 一 个 经 典 结果 ([43]) E A 

B(n;7) = mine A): A € g(n,7)), 
J (n, 7) 中 矩阵 的 最 小 谱 半 径 必 在 f (n, r) 中 的 矩阵 取得 ， 
BR 


be bo, r>"). 


90,7) 1, = (°) eeu 


因此 ， 剩 下 的 问题 是 研究 + < (2) 时 ， 5(m7) WH. 
1987 年 ，Brualdi 和 Solheid ([44]) 研究 了 0<r< |n?/4] B 
W. 
Brualdi 和 Solheid 引用 了 B. Schwarz 的 一 个 结果 . 

定理 1.7.18 (Schwarz [43]) -N A € B(n,r). 则 对 于 某 个 
HA EE Q, 存在 一 系列 矩阵 Ay = QT AQ, A, Az, A. = B, 使 f 
k | 
e Beg). 
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(2) Asa 是 由 A; 调换 某 一 HN (0, D 或 某 一 PX 
4585-(1,0)7 而 得 到 (= 0,1,---,8 — 1). 
(3). (A) > pf As) 2 p(B) (1,57 1). 
按 上 述 (2) 的 方法 ， 我 们 可 以 把 矩阵 的 0 移 向 每 行 右边 和 
每 列 的 上 边 ， | 
”运用 这 一 结果 ， Brualdi 和 Solheid 证 明了 下 列 
“定理 1.7.19 (Brualdi, Solheid [44]) - 设 是 整数 ，0<r< 


[n?/4], WI mE 
(oder) = (m+ Vr 4) 67100 
Fist, 对 AE ji(n,7), pa) = G(R, 7) 当 且 仅 当 A 置换 相似 于 


hol | 
„ (.. 7.17) 
Ju Ji 


\ 这 里 ， k, I LEAR, k+i= = =n, „ Ja PR Ik 的 全 1 矩阵 ， 
Ji = Ji. 
I 下 面 ， 我 们 采用 李 庆 (1990 Ms) 对 上 述 定理 的 一 个 简化 证 
明 . « 

.证 设 4= (as) € f (n. 7) HN R Af HH % 的 个 . 
x Mn 2 12 2 2% AN. 


iel. 


xu X = (Ki, zz „ uh 是 对 应 于 (A) 的 一 个 特征 向 
4. =I 因 (AX = AX, # 


EE LJ! jl 
PA); = I T2214. H mno 


-1- P»! z; (§=1,2,+-+,n). 


| j^n-n2l 


. T6 - 


Ü) < z: < zo < --- < z, H 


š > „Tij < Tis (14, 2, , n) (1.7.18) | 
1. f f=n—7i+1 i | 
I P(A)zn SI. (1.7.19) 
ad . 

Ë (AJ =1- Y „ 21 nen. 

f j-n—T7,41 

1. KN „ 

: pA) > n- ines n- TEn. 

a AA) > N 


[o(A)]? > np(A) — rp(A)zn > np(A) ~ r, 
. — np(A) + > 0, 
54) > 20 + Vn? — 47). (1.7.20) 


É (1.7.20) 成 为 等 式 当 且 仅 当 (1.7.18) m (1.7.19) 式 均 是 等 式 ， 
KB, H (1.7.18), 可 得 


n ñ 
Ti = TES. 
jn 471 i 


I 此 得 zu = Ln-ti+2 = 000 Ty. 同时 
. F(A)ms- sei = p(A)z, nt m LA). 


= I tta + +2, 


In- 1TI = Tae ta = 2 EE. 0, 
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# 


于 是 4 有 形式 (1.7.17), Hk =n 71 HI = N. KZ., SH 
EEEH k N, k +1= =n N À € B*(n,7) 有 形式 (1.7 17), 
Zeti = aga = °° hy KS T, £n-T gn Ta B 
推导 出 ， (1.7. 18) 和 (1. 7.19) 的 等 式 成 立 . FA, HAE A" (n, T), 
(1.7.20) RX HAN H BARS EE JE kH, E+1= n. 
E À 有 形式 (1.7.17), 这 重 得 (1736) R. 

现在 ， 只 须 证 明 : Æ A € A0, MN“, 7) B. A 不 置换 相似 
于 形式 (1.7.17), M p(4) > An, r). 

考察 这 样 的 一 个 矩阵 A, 并 令 ho = QTAQ, Ai, A. = B 


p(B), 11,2, „3 -1 [B Be '(n,r) HB EER (1.7.17), 


. 网 由 上 述 叙 述 知 p(B) > g(n.7), 因而 p(4) > 9h, 7). 于是， 可 


知 ， 存 在 一 个 整数 ? 使 得 F = An 有 形式 (1.717) B k = r, 但 
E = A; 对 任何 的 天 都 无 形式 (1.7.17). F 可 从 吾 用 调换 某 一 行 
中 紧邻 的 (0, 1) 和 某 一 列 紧邻 的 (1, 9 TAE. H 


类 似 的 ， 我 们 仅 考虑 后 者 于 是 


J, c | L c ! | 
E= . , F = ' 
B 加 -nr D pra Ja- J 


ZE, MRP t 1 StS r, CRR (r,t) HEN O H 1 K 
代 便 得 到 C', 而 D 是 下 Jar * (1,1) 位 置 的 1 用 0 IHR 
得 到 ， 
NN E = (eu) RR Gran: n) RE 的 对 应 于 特征 
P(E) 的 特征 向 量 ， 其 中 yas 1. TE. 


ial 


| X p(B)X (17721) 
因 马 对 任何 kl 没有 形式 “nin * k. , 0 
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Hana- ^ 0. LI Ned u H E 的 第 


La 行 不 包含 0 (1.7.21) 的 第 (r+) 个 和 第 2) 个 方程 导 
Sri < Erta = Trag 一 … = Zn. 由 (1.7.21) 得 到 


Fo (B) 1 (ne) tene 
T i RA, A 
KE) = 2 n (Xe = ei)m. + ies >n — ra. 


T 


I(E)? E) +T > 0. 
FA 1 m 
pE) > gn Vn? — 47) = (n, T). 
Ë mE 


| P(A) 2 CE) > 9015). 

至 此 ， 完 成 了 定理 的 证 明 ， 

对 (0, 1) 和 矩阵 最 大 和 最 小 谱 半 径 前 研究 ， 是 近 十 年 才 开始 
bud, KKK ANN. L B- NR. RRE 
FARIS AY (0, 1) FF fn H. R. A. Brualdi ffl E. S. 
lelheid ([46]) & Ff Ar - A Fh FE DEB K MN ak 
2. — nxn (0,1) 矩阵 A, 我 们 把 它 看 成 是 两 部 分 ( 行 和 列 ) 
(n. Bn} 和 (yi, ya) 的 二 部 图 Go(A), 但 4 = (Gij)nxn 
FÉ a; = 0 ABL DUIS z; HU y; PAI. H Go(4) PIC, 则 称 
HN (complementary acyclic matrix). A Go(A) 是 一 
Rp, Mj A BR AFT (complementary tree matrix). 在 146] 
t, Brualdi 和 Solheid EHT, XJ n Hr APN H (0, 1) RE A, 
XA) > >n—-2, 并 给 出 等 号 成 立 的 4 PNE. 
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Xf n Hf Ap (0, 1) 矩阵 A, C4) < n — 1, 并 给 出 等 号 成 立 的 
4 的 特征 . 特别 地 ， 当 4 是 不 可 约 阵 ， 4 的 最 大 谱 半 径 是 多 
MN A 2) A - (n- 3 - 1 的 最 大 根 . 

这 一 章 ， 我 们 着 重 从 矩阵 与 图 的 联系 上 ， MN i 
BR. 除了 上 述 的 基本 结论 外 ， 还 有 一 些 更 为 深刻 的 刻 划 . 例 
M. 对 于 连通 图 G, 它 的 点 色 数 x(a) 与 特征 值 入 > Ag >... 2 An 
ZA, BERANAK- É S xto 1X (B fat). EF, 
用 年 阵 的 特征 值 去 描述 矩阵 的 其 它 组 合 性 质 (如 本 原 指数 ) 我 
们 在 下 面 章节 中 ， 将 会 陆续 叙述 ， 当 然 ， 应 该 指出 ， 图 所 表现 
”出 的 很 多 组 合 性 质 用 矩阵 语言 表述 是 相当 困难 的 , 例如 , ff 
样 的 图 G, 它 的 邻接 阵 4(G) 是 非 奇 异 的 ? 也 就 是 说 ， 如 何 用 
图 G 的 性 质 来 描述 A(G) 的 秩 和 奇异 性 ， | 

除了 作为 二 部 图 的 一 一 般 性 质 外 ， 树 还 有 什么 谱 性 质 ? 对 
这 一 问题 , 近年 来 开展 了 普遍 的 研究 ， 并 得 到 了 某 些 结果 ( 见 
[12]). 

”平面 图 谱 特 征 ([42]), 竞赛 图 的 谱 的 性 质 等 ， 这 些 都 是 引 人 
注目 而 尚未 完全 解决 的 问题 - 
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第 二 章 Hiat 
92.1 矩阵 的 置换 相抵 与 置换 相似 


在 矩阵 研究 中 ， 我 们 最 常 采 用 的 是 相抵 变换 和 相似 变换 ， 
当 我 们 要 研究 矩阵 的 某 一 个 性 质 成 量 时 ， 需 要 采 用 使 这 一 性 质 
或 量 保持 不 变 的 某 一 变换 . 因此 ， 了 解 某 一 变换 下 的 不 变量 与 
了 解 它 的 定义 同样 重要 ， 后 者 是 理论 的 依据 ， 而 前 者 是 应 用 的 
依据 . 

让 我 们 归纳 一 下 这 些 变换 的 性 质 . | 

R () 阵 A, ILLI LLLI Pd 5. 
相抵 变换 : FART RUSE P. Q, K 


PAQ = 1,40. 


它 的 不 变量 是 秩 ， 不 变量 全 系 也 是 秩 . 

”相似 变换 : 用 可 逆 和 矩阵 (IHM, 使 

M'AM =Jordan 标准 形 ( 见 (11.3). ` 

CMRRERK, NE NN. 特征 值 、 代数 和 几何 重 数 ， 初 
NF, N. 

它 的 不 变量 全 系 是 初等 因子 . 

从 上 面 所 述 , 我 们 看 到 , 相抵 变换 比 相似 变换 变 得 更 加 “Di 
„ 它 可 使 原来 的 A, BR, HAAR, 但 是 ， 它 还 保持 
它 的 秩 不 变 ， 也 就 是 说 ， 组 成 4 N ( 行 ) 向 量 的 最 大 无 关 组 
个 数 不 变 ， 因 此 ， 我 们 求 4 MRR 4-1( 如 果 存 在 的 话 ); 用 相 
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nN M. TAUER, NI REE UU 来 说 ， 不 
本 严格 ， 但 它 作用 于 4 的 形式 有 某 种 对 称 性 ， 因 而 保持 的 性 
Ë$. BR, AP, K R eR MBER HERE 


4 与 日 有 相同 的 迹 ， 行 列 式 的 值 ， 相 同 的 特征 多 项 式 ， 特 征 
| 但 4 与 吾 并 不 相似 在 第 一 章 G11, 我 们 已 分 析 过 ， 两 个 
8 阵 相似 的 不 变量 全 系 是 全 部 初等 因子 . 
_ 对 于 对 称 矩 阵 ( 方 阵 )4 来 说 ， 我 们 常用 所 谓 合 同 变换 和 正 
EA. | 
与 相抵 变换 一 样 SKA MAK 而 正 交 变 
k 是 一 种 特殊 的 合同 变换 
“合同 变换 : 用 可 逆 方 阵 M. M 
“MTAM = Ij "m 
:前 不 变量 是 A 的 牧 、 对 称 性 、 正定 性 和 其 它 仿 射 性 质 
正 交 变换 : 用 正 交 方 阵 T(TZ = T), K 
| | [^n 0 | 
TAT =T AT = | 
(do x 
7 的 不 变量 是 4 的 秩 、 对称 性 、 正 定性 、 特征 信和 其 它 度量 性 
t | ú E 
”从 Klein 的 变换 群 观点 来 看 ， 研 究 这 些 变换 (EE) 下 的 不 变 
b 就 构成 了 不 同 的 几何 学 . 变换 群 越 大 , 图形 (A) 的 不 变量 越 
”对 应 的 几何 对 象 也 少 ， 例 如 ， 正 交 变 换 群 是 这 些 变换 群 中 
纱 的 一 个 群 ， 它 所 对 应 的 度量 几何 也 就 是 通常 的 欧 氏 几何 . 
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ERALAT, HELLER, MN NN MN. 

FEA BPE EE BUM, 我 们 经 常 要 用 到 两 种 特殊 的 变 
#. 

其 一 是 把 矩阵 的 行 和 殉 重 新 排序 ,使 矩阵 原来 的 结构 特点 
(n 0, 1 的 位 置 ) 更 显著 地 表现 出 来 从 数学 的 观点 看 ， 即 对 于 
—^ mx n BER A, R m Br RRA P, n Bt RR 
PE Py, K A BER PAP 这 是 一 种 相抵 变换 ， 但 由 于 P, P, K 
是 置换 方 阵 ， 我 们 称 4 与 P, AP, 置换 相抵 . 

HNA MN A HH. 我 们 往往 希望 把 4 的 行 
- 重 排 ， 而 列 也 按照 行 的 重 排 规律 重 排 ， 例如 A 调换 了 第 i j 
行 ， 相 应 地 也 需 同时 调换 5j 列 ， 从 数学 观点 看 ， 即 对 一 个 n 
阶 方 阵 A, 找 一 个 置换 方 阵 P, 使 4 变 成 PT AP = P-14P. 这 
是 一 种 相似 变换 ， 但 由 于 P 是 置换 方 阵 ， 我 们 称 4 与 PAP 
YAD. 

置换 相似 是 一 种 保留 性 质 较 多 的 变换 ， 对 于 两 个 (0, 1) A 
RAM BRK, AE 者 换 相 似 ， 我 们 几乎 可 以 认为 它们 
没有 什么 两 样 ， 因 为 它们 的 伴随 有 向 图 是 同 构 的 ， 这 ， 事 实 上 
也 提供 了 判断 两 个 (0, 1) 方 阵 置 换 相似 的 一 个 图 论 方法 ， 

TERE. BS, 仍 未 找到 一 个 有 效 的 图 论 方法 判断 两 个 
矩阵 置换 相抵 ， 但是， 我 们 知道 ， 在 置换 相抵 下 (显然 它 的 变 
化 比 置换 相似 强烈 得 多 ), 矩阵 也 有 不 少 不 变量 ， 如 行 和 、 列 和 
RR AGHAST ( 即 完全 不 可 分 性 ) K. 特别 是 下 一 
节 , 我 们 将 要 讨论 的 是 在 时 的 相抵 下 ， 矩 阵 的 两 个 重要 组 合 不 
变量 一 WAI. 。 


92.2 项 秩 与 线 秩 
如 果 我 们 考察 非 负 箱 阵 的 组 舍 性 质 ,如 前 所 述 , 我们 可 以 
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— (0, 1) SRE. 
设 4 是 mxn 的 (0, 1) SBE, 它 的 一 - 行 或 一 列 都 称 为 4 的 . 
一 条 线 . 
+ 能 盖 住 4 中 所 有 元 素 1 的 最 小 线 数 ， 1 4 的 线 秩 ， 记 
3 Aa. 
4 中 两 两 不 在 同一 条 线 上 的 1 的 最 大 个 数 ， 称 为 4 的 项 
K. iH pa. A 中 不 在 同一 条 线 上 的 元 称 为 无 关 元 ， | 
g AATRE 2H BI RA 3E HORT DLE 1 为 主体 刻 划 
4 的 一 个 重要 的 组 合 特性 ， 显 然 ， 置换 相抵 不 改变 矩阵 的 线 秩 
和 项 秩 . 

”事实 上 ， 这 两 个 概念 是 可 以 合 二 为 一 的 . RIEN FA 
H Frobenius (1912)[1] 和 König (1915)[2] 证 明 的 定理 ， 而 它 的 等 | 
价 形式 又 由 Hall (1935) 得 出 . 

定理 22.1 K AK m&Hn 和 矩阵， 则 下 列 性 质 互相 等 价 - 

(1) A «m. 

(2) pa < m. f 

(3) 4 含有 pxg HEFER, 这 里 1595 m, 1 Sesn 
PEg-—n-dl. | 

证 ”由 线 秩 的 定义 ， 易 见 DE = 9» 

现 证 明 (2) = (3). 

分 下 列 两 种 情形 证 明 ， 

情形 1 m=n, B A Æ n HI. 

(3) — (2) | 


AA pxq FAK, 185, Sn, =I, M 


比 零 子 矩阵 所 在 的 p TESA n—q=p- 17 3EERI. 

| Xp, = m = n, B) À 中 每 行 每 列 恰 能 取 一 个 1, 于是， 上 
BM p TRAM p 个 不 在 同一 列 的 .1. 但 已 证 仅 有 p 一 1 MES 
M; PRP, BK pa < m. 
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° = (3) 
对 n 用 归纳 法 - 

当 n 二 1 时， 结论 显然 成 立 . 

假设 结论 对 小 于 nn 阶 的 方 阵 成 立 . EER n 阶 方 阵 A, 8 
论 亦 成 立 。 

A A= 0, pa = 0. 

K AO, RJ À 有 非 零 元 aj, W AU) 是 从 A 中 划 去 第 
行 和 第 7 列 后 余下 n 一 1 阶 方 阵 . Apa < n, K Patij < n— -1 
非 零 元 a; 及 与 它 所 在 的 行 、 列 的 元 均 划 去 )， | 

FAR, Alili) A xa WEF, 1€p,.q € n—1, 
pita n. PRR p xa 零 子 矩阵 位 于 ADEA, 记 


Pi g=n-p 


E p 
x] 0 f 

A= „ 
ziv] ` n-m 


H pa <n "TÀI px < pi R py <n- pi. 
不 妨 设 px < pi, 由 归纳 假设 p MAH X BA ux v 的 零 

TRA KEI Su, S, uv pi 1. F, Xu H, v 

列 , 连同 4 PRAAN n-p 列 交会 , 得 到 一 个 ux (vtn—p.) 

N TEE. NHANG TA -u) T IT- =I, B 

1 Su, vn pi <n. RH (3) 对 A Rar. | 
情形 2 mon, | 


SOME 
这 里 了 是 (n — m) x n 的 全 工 矩阵 . 


B, pa «me pa < n += AM px (n-p 1) HEF 
BE. 1<p<Sm<— AW px(n-pr1) FAR, 1< p m 
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作为 定理 : 2.2.1 的 一 个 直接 应 用 ， 我 们 来 看 n HHH 
全 不 可 分 性 (fully indecomposable). A 是 完全 不 可 分 的 ， 如 果 对 
于 满足 1<r<n-1 的 某 整数 e 4 不 包含 一 个 rx (n — r) 型 
的 全 零 子 矩阵 ， 由 定理 2.2.1 的 (3), 我 们 立即 可 知 

R222 车 4 是 完全 不 可 分 的 ， 则 p4 =n. 

下 面 ， 我 们 证 明 项 秩 与 线 秩 的 等 价 定理 . 

定理 2.2.3 (Konig [3] 1950) ”对 任 一 矩阵 A 


AAA 


证 RA m x n HERE. TE m < n. 否则 可 以 讨论 A 
HREJE AT, 易 知 pa = par, M4 = Aa. ` 

先 证 明 AA > pa- H A 的 非 零 元 能 被 X4 TET Be, X Aa 
kA 4 的 pa 个 无 关 元 ， 但 每 条 线 至 多 只 能 有 其 中 的 一 个 
EX. MAMA dpa 
XE pA > Aa. 着 和 4 = m, 期 由 定理 221 可 知 pa m, 
BN pa < m 将 导出 Ag < m. 故 只 须 证 明 AA < m 的 情形 . 
KH, dt A 的 所 有 非 零 元 被 c H (ER) 和 / (R) 所 盖 住 
+ 了 = AA. 不 访 设 这 是 A 的 最 上 e 行 和 最 左 的 FN. FR, 
| 分 块 成 ' 


| [中 e 
A= - 
Z m e 


. = 0. EI py = e. 
# e = 0, NF = 0, 从 而 py = e. 
Hen o, Ë e+ F m Sn Nen f. BUS py < e, 
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u EE 221 可 推 知 Xy < e 由 线 秩 的 定义 及 注意 到 儿 = 0, 
AS fA < f +e, 这 与 和 4 e FN. WK py = e. 
把 4 转 置 得 AT | 


ene * 
: : xT zT f 
AT = — 
f YT o n 7 


由 了 <n—e, 同 理 证 得 pur = f, BD p, = 

BR pa pr + pz = e + f, Ë] pa > Aa. 

综 土 所 述 ， p4 = XA. TEM. 

König 定理 的 组 合 解析 是 : m x n 的 (0,1) BE A, EEE A 
中 全 部 1 的 最 少 的 线 数 等 于 4 中 两 两 不 在 同一 线 上 的 1 的 最 
大 可 能 个 数 . | 

当 我 们 用 (0,1) 矩阵 描述 子 集 系 时 ， Konig 定理 还 可 以 作 
出 集合 论 的 解析 ， 这 一 点 ,在 第 4.2 节 中 将 会 论 及 ， S 
“” 由 于 我 们 引进 了 矩阵 中 线 的 概念 ， 我 们 将 要 研究 从 一 个 全 
阵 中 划 去 一 些 线 后 所 得 到 的 子 答 阵 ， 为 方便 叙述 我 们 约定 下 
列 记 号 . 

ËA fm X n HH, MIS S m, 1 C 1 & 
i Sn, I = (in, , ic), B= Ui; j. | 

Ala „lj, , = CIE 表示 A 中 第 b... sd f 

SEL A NN & * L ELI | 

Aline ili. = Anl) 表示 从 A PME TEST 
FRR jooh ARTF (n — k) x (n — 1) 阶 子 矩阵 ， 

类 似 地， 我 们 用 Alas) 或 4(al] K N. E d N 
后 ， 所 得 的 子 矩 阵 ，- 
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最后， 我 们 讨论 (0, 1) FE 4 的 项 秩 的 图 论 意义 ， 我 们 
# 先 定义 D(A) = (V,X) -PARRA RANSIS 
t. | | 
N RÆ D(A) HM FK. Av EVD) K&N 
LEM A, OUR v E ROC KN EN (入 点 或 出 点 ). 33 


k R 的 所 有 点 在 R 中 的 入 度 都 不 大 于 1 出 度 也 不 大 于 1, M 


N D(A) 的 一 个 覆盖 弧 集 ， D(A) HARRES KN 
L KARAM RMR, jay Rp. 

由 pa 的 定义 不 难 证 明 ， pa = [poa 

AM, FH HD KMM Af ( 非 唯 
. 它 对 应 (0, 1) NN 3. 


` 


1 
— 


! 4 1001 
0 0 1 


A= „ 42 3 


0 
0 1 1 0 
0 


3 010 


9221 
对 于 简单 图 ， 最 大 箱 盖 强 集 的 弧 数 就 是 它 的 最 大 无 关 边 数 
IN. 而 简单 图 的 完美 匹配 就 是 它 一 一 个 最 大 覆盖 弧 集 ， (每 
UR fF Pi D. 若 记 简单 图 G 的 最 大 无 关 边 数 为 B.(G), N 
LI 
E 2.2.4 (al) paca) > 25, (6), 
# G 是 二 部 图 ， pA = 28.(G). 


82.3 RW HERE ARRA BE 


非 负 矩阵 可 以 分 为 两 大 类 : 可 约 矩阵 和 不 可 约 抵 阵 
定义 (可 约 矩 阵 和 不 可 约 撼 阵 ) n 阶 方 阵 4 称 为 可 约 的 ， 
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(reducible), 如 果 有 置换 方 阵 P. 使 


B 0 
prap=| — J, 
C D 


其 中 BRIG, 1<i<n-1 4 Efi Ix (n- D HEE 
阵 。 不 是 可 约 的 方 阵 称 为 不 可 约 的 (irreducible). 由 定义 ， 每 个 
1 阶 方 阵 都 是 不 可 约 方 阵 ， 在 有 些 文献 中 ， 把 可 约 和 不 可 约 称 
为 可 分 解 和 不 可 分 解 (decomposable, indecomposable) 

不 可 约 方 阵 有 很 多 等 价 的 定义 ， 

定理 2.3.1 A= (a) 是 n(> 1) 阶 非 负 方 阵 ， 则 下 列 
性 质 是 互相 等 价 的 . | 

1) AH. B | 

2 FAREIS U Sn, 181851, K 


Alis, ia, * ETT Ue tt) =0. 


3) A RAH. 
4) D(A) 强 连通 ， 即 D(A) £ WARS BIA š, j. Ahi 
到 了 于 的 有 向 路 . 
5) (-4y-70. 
6) ”存在 某 个 ( 复 系数 ) 多 项 式 f(e), f(A) > 0. 
f 7) TITAT. . T AT > 0, 此 处 m & A 的 最 小 多 项 式 
ma HNA. . 
8 (1+ A)™'>0, 
9) ”对 每 个 (四, 存在 一 个 整数 天 AB al!) > 0. 
E BR 1) = 2) =). 
”我 们 证 明 1) = 4). | 
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"AA 可 约 ， IA 1 < c Su Sn, 1815 14 
s dl it) =0. aa l 
D D(A) 的 顶点 集 V = {v1,…,vn} 划分 为 两 个 非 空 的 
FHV! {让 N V= VNV, B D(A) 中 没有 起 点 属于 
V 终点 属于 V^ HN (但 有 可 能 有 V” 到 V. ), 故 V" 中 的 
攻 一 点 不 能 到 达 V" 中 的 点 ， D(A) 不 是 强 连 通 . 

着 D(A) 非 强 连通 ， 则 其 顶点 集 按 互相 可 达 关 系 可 划分 
R k(> 1) 个 非 空 等 价 类 V, V. , V, HE, X k 类 中 至 少 
有 一 类 ， 不 妨 Vi, 使 D(A) 中 没有 起 点 属于 Vi 而 终点 不 属于 
^B. BD Vy 无 出 弧 ， 否 则 在 不 同类 中 将 存在 有 向 回路 ， 记 

li, , ul, APIS ia Sn, 1818 1, U 

li. ulii ·· it) = O. 4 是 可 约 的 . l 

再 证 肖 (4) — (5). ` | 

D(A) BE — 任意 iji Z j. DA) PAM v. AI vy 
路 ， 设 路 长 1 < n-i ea > 0, Xm Al = (a) <> 
Ad: +A" e) | 

5) =+ 6) BR. 

6) = 7) 设 多 项 式 f(z), M f(A) > 0. 

H f(z) = g(z)ma(z) + r(z), 这 里 m (z) 是 4 的 最 小 多 项 
b RAB m, r(z) 的 次 数 deg r(z) < m, 便 得 f(A) = r(A) > 0. 
E 意 到 *(z) 是 次 数 小 于 m 的 多 项 式 ， 令 ， | 


r(x) = bya + er b, 1T + bm, b = max EAI >0, 


b TAT. A71) >r(4) > 0. 4828 7). 
K. NIA L | 
7) => 8) = 9) — 1). EK. 
MEH 2.3.] 中 ， 借 助 图 论 意 义 ， 不 可 约 和 矩阵 有 些 组 合 性 
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质 是 一 目 了 然 的 ， 例 如 ， 4 的 可 约 性 与 4 的 主 对 角 线 上 的 元 
REX. 从 图 的 意义 上 , ' 即 D(A) 的 强 连通 性 与 每 个 点 是 否 有 
FER 

下 述 定理 ， 描 述 了 不 可 约 阵 的 特征 向 量 . 

定理 2.3.2 ”不 可 约 和 矩阵 的 非 负 特征 海量 是 严格 正 的 . 

证 Btn MATAR A. ”2 天 是 4 的 非 负 特征 向 量 


AX M., XO X20 


BR, A BAER. 
RX * NEA, UU t, 1 < k < n. 

由 上 式 得 
(I, +.A)X = (1-3)X, (2.3.1) 


于 是 (1+ LXX 同样 有 n-k TEER 

我 们 考察 (In + AMX. A P 是 置换 阵 ， 使 Y = PX 的 前 上 
个 坐标 是 正 数 ， 后 n k 个 坐标 为 0. 四 A > 0, # U + A)X = 
X AX 中 堆 坐 标的 个 数 不 多 于 n-k RES n-k, 即 
2 = 0 WA (AX), = 0, IN A (PX); = 0 HA (PAX); = 0. 但 
PX = Y, 因此 ， 假定 e sis, % 
fr +. Gar rye im heh * ＋ 2, 

= (bij) = PAPT, ni 


| (BY) = Seu, Hu, =0 ` 
N 11112 . as >0 对 1<j<k M by = 0 N 
i= * ＋ 1, E ＋ 2, ,n N j = 1,2,---,k. 于 是 若 (Z, + AA 与 X 
RIF AIO I, Be  — T. MA 必 可 约 ， 这 就 证 明了 
Un+ AX BEF k NEBR, WNT n-k tii. 
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| 
| HH, (234) KRW, X 必 是 正 的 . KK. 
I .关于 不 可 约 非 负 方 阵 的 谱 性 质 ， 不 是 本 章 的 论述 重点 ， 作 
为 这 类 性 质 的 主要 内 Æ (BJ Perron-Frobenius ) Æ: 
”不 可 约 方 阵 的 最 大 (绝对 值 ) 特征 根 p(4) 是 一 个 正 根 .其 
代数 重 数 为 1, 旦 有 相应 的 正 特征 向 量 ， . SPA) < Tma 其 
HH ruia Pmax 分 别 是 A 的 行 和 的 最 小 值 和 最 大 值 ( 见 LS. 
”上面 , 我 们 用 置换 相似 的 变换 ， 把 非 负 和 矩阵 划分 为 可 约 与 
不可 约 两 大 类 . 如 果 我 们 把 置换 相似 改 为 置换 相抵 ， BA, + 
负 和 矩阵 将 可 以 划分 为 部 分 可 分 和 完全 不 可 分 的 两 大 类 
定义 (部 分 可 分 和 完全 不 可 分 } „HN 4 称 为 部 分 可 
分 的 (partly decomposable), 如 果 当 n > 1 M, HERH PH 


0 使 | | 
PAQ = | B 0 | . 
C D 

RF BA D PIES (NK IE) 的 方 阵 ，1 Br Jy BE A = (0) 
由 是 部 分 可 分 的 , 不 是 部 分 可 分 的 方 阵 称 为 完全 不 可 分 的 (fully 
ndecomposable). l 

我 们 容易 得 到 完全 不 可 分 方 阵 的 两 个 等 价 定义 - 

定理 2.53 KR A E n(> 1) 阶 非 负 方 阵 ， 则 下 列 性 质 是 
下 相等 价 的 : | 2 

1) ASTA. | E 

2) AA r x (n — r) PERS Jtrh 1 < r < n. 

3) X D(A) 顶点 集 的 任 一 个 真子 集 X CViD) 1i<|X|< 
» |N(X)| > 1X], 其 中 NCX) BX WITñ És Ë HMF ANN 
gn. | | 

证 ”由 定义 ， 易 见 1) €» 2), Mi s) 只 不 过 是 2) HARA 
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A, B 0 -- 0 


0 Ag Bi 

acl: 
0 0 Ara Bea 
B. 0 0 A, 


是 % 阶 非 负 方 阵 , 其 中 A; 是 完全 不 可 分 的 wxm E, B. Z 0, 
11.2 r. 则 4 是 党 全 不 可 分 阵 ， 

证 t 4 是 部 分 可 分 WA Alala] = o, fal = s, 16] = +, 
stt=n Rha A e, fr, B # t WS THE hy 相交 ， 
了 一 也 u! 故 至 少 有 一 个 a; BIEN. 同 理 ， 


S 一 个 村 是 正 的 . 
又 因 每 个 Aj 完全 不 可 分 且 合 8; X t; <+ ( (除非 s = 0 
B t; = 0), 鼓 必 有 s; + t; Sj, UE N = 0 时 等 号 成 


x. u -S. s= Dees Nee T 


=1. j=1 c 
A, MET j 05 +1; = ny, Mf j = Le „ N s = 0 就 是 
t; — 0, 但 不 是 一 切 s; NAH t; NA OHORE- A b, 
使 得 sx = n. Al tear = neti (PRE r ech. Tia B. 是 一 
TETE, SPARTE Hi. 
KE LAT SIRE SUCHT PDAS REM SER. 由 定义 , RR 
性 质 1 车 4 是 完全 不 可 分 阵 ， 则 4 必 是 不 可 约 阵 . . 
证 En-14-() 是 完全 不 可 分 的 ， 也 是 不 可 约 的 ， 
车 n>1, 因 A 不 会 7x(n 一 ORTI, SR, ERA 


Alii, iii ++ „ i) = 0, 18S n. 
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F K XK. Mi 
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0 0 


© me o 
° = o 


#. 1 1 
是 一 个 不 可 约 阵 ， 但 它 是 部 分 可 分 的 . | 

; (2 .车 4 的 主 对 角 线 元 均 正 ，4 是 完全 不 可 分 当 且 
RA A 是 不 可 约 阵 . 

E RME <=. 

(BJ. n=1PF AME. 

Én»2iBL AAA. MA Ar N= Y EM C 
因 主 对 角 线 均 正 ， 故 此 零 子 矩阵 必 不 含 对 角 线 的 元 .于 是 便 有 
in Af, ili, i.) = 0 这 与 4 不 可 约 性 矛盾 证 毕 . 

性 质 2 等 价 于 下 列 结 论 : 方 阵 4 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 A+I 
是 完全 不 可 分 的 . 

下 列 性 质 是 Brualdi, Parter 和 Schneider 1966. 年 得 到 的 一 
个 更 一 般 的 结果 (W, (6]). 

EW 。 4 是 完全 不 可 分 方 阵 ， 当 且 仅 当 A 置换 相抵 于 
一 个 有 正 主 对 角 线 的 不 可 约 方 阵 . 

.证 设 4 是 完全 不 可 分 方 阵 , 则 4 的 项 秩 等 于 n. K A K 
换 相抵 于 一 个 正 主 对 角 线 方 阵 ， 此 方 阵 也 是 完全 不 可 分 的 ， 由 
性 质 2, 它 是 不 可 约 阵 ， 易 见 ， 此 推理 是 可 逆 的 . 证 毕 . 

由 定理 2.3.3, 我 们 可 以 推 证 : 一 个 完全 不 可 分 n 阶 方 阵 
的 项 秩 等 于 n. — n Bt (0, 1) 方 阵 A 的 n TER (或 者 说 
n 个 元 素 所 在 的 位 置 ), 如 果 无 两 个 元 属于 同一 行 或 者 同一 列 
的 位 置 ， 则 这 n 个 元 素 称 为 4 的 一 条 对 角 线 (diagonal), 这 是 


. 97 . 


通常 方 阵 主 对 角 线 概念 的 推广 ， 4 的 一 条 非 零 对 角 线 就 是 不 
会 零 元 的 对 角 线 ， 如果 G 是 一 个 二 部 图 ， 则 它 的 约 化 售 接 拖 
PF A(G) (N $1.2) 的 非 等 对 角 线 一 一 对 应 G 的 一 个 完备 匹配 
(perfect match). A 有 非 零 对 角 线 的 等 价 命题 是 存在 一 —^ n Bi 
置换 矩阵 Q, EQ < A. 

从 这 一 组 合 学 观点 ， (0, 1) 矩阵 是 完全 不 可 分 矩阵 的 充 要 
条 件 可 叙述 成 下 列 定 理 ( 见 [5]) 

定理 2.3.5 (Marcus, Minc, Brualdi) N A KA n Fr 
(n > 2) (0,1) 矩阵 ， 则 4 是 完全 不 可 分 方 阵 当 且 仅 当 A 的 每 个 
1 属于 它 的 一 条 非 零 对 角 线 ， 4 的 每 个 0 属于 一 条 恰 有 一 个 
的 对 角 线 (其 余 元 均 是 1). 


§2.4 ”矩阵 署 换 相似 标准 形 和 
置换 相抵 标准 形 
从 不 可 约 方 降 和 完全 不 可 分 方 降 , And bft ENA 
相似 和 置换 相抵 的 标准 形 , 


定理 241 RACHA, M A 置换 相似 于 如 下 的 
分 抉 下 三 角形 E 


(2.4.1) 
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AP 41. As, ho+1,…，A% 都 是 不 可 约 方 阵 ， 而 且 对 9 < q < 
b An . Aag- RAE SIE. (2.4.1) 形式 称 为 ANTE 
换 相 似 标准 形 ， 记 4. 的 阶 是 nt L< < k, TM k,g 和 ni WH A 
新 唯一 确定 ， : 

iE 我 们 用 4 的 伴随 有 向 图 D(4) 证 明 此 定理 . 
. 38 D(A) 的 顶点 按 互 相连 通 的 等 价 关系 分 成 等 价 类 VA 
W(k> 1). 当天 = 工时， 结论 显 然 ， 以 下 考察 上 > 1 的 情形 : 

(D V WERTE < V; > JE D(A) 的 强 连通 支 . 

© EV CT M u 就 得 到 有 个 点 un, uz, „ 
的 有 向 图 D*, 其 连接 关系 相当 于 M, V W 之 间 的 连接 关 
K. 

© D- 必 无 回路 ， 否 则 V, 就 不 是 强 连通 支 . +E, 
中 必 有 末端 点 (BII H 3 BJ A). 

© NDH PARMA ui, „ug. 

Fg < k, WI D*—{uj,---, ug} 仍 无 回路 ， 其 末端 点 1511 
ipia. 类 似 方法 ， 讨 论 图 


— Lux · „ ug) — (ug, „ gth} 
四 此 继续 ， 可 将 us uncos 重新 编号 使 
ui, zug, „A, 


Kr "ust + ty Ze D* 的 末端 点 ， 且 对 加 以 后 的 点 ue g < q < k, 
TEER S pid A ur, HN (u ut), i < q, 存在 比 它 标 号 大 的 
1j: 无 (u, uj), J > q. 
Fg =k, ui ty a Kn. N 
ut RAV; = {wj € Ki}, HP K. K {2,---,n} 
N—-PIESRTR, AM AIK. H. 是 不 可 约 的 (其 对 应 有 向 图 
ES X). 而 AK. K.) 是 0i = 1. . 9, XË g < q < r < k, 
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Alk, A. = dur AH 而 AK, Kil, ., AK HK. a] 不 
ENFER. 

从 图 的 同 构 观 点 ， D(4) 的 连通 支 及 大 小 是 唯一 确定 的 . 
因此 ， 在 置换 相似 的 意义 下 ， 4. 的 阶 nl 8 f Sk, K k N g 
是 由 A 所 玲 一 确定 的 ， 证 毕 . | 
| n BER A 形 如 (2.4.1) 的 形式 (有 时 写成 上 三 角形 式 ) 也 

称 为 A 的 Frobenius 标准 形式 (Frobenius normal form). 当然 ， 
矩阵 4 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 它 的 Frobenius 标准 形式 恰 存 在 一 
个 不 可 约 块 . 在 4 的 Frobenius 标准 形 中 ， 位 于 主 对 角 线 上 的 
.不 可 约 块 的 序 的 唯一 性 取决 于 hsy(g < i < 1<j 了 < 如). 例如 


or 0 
10 
A-| 
X 11 
| 1 1 
则 4 是 Frobenius 标准 形式 ， 


X ROMER, RATT UAE MARL A1 .和 A2 的 次 

序 ， 得 到 4 一 个 的 不 同 Frobenius 标准 形 可是， 若 X 不 是 一 

PEPE, HÍ A 的 Frobenius 标准 形 是 唯一 的 ( 仅 对 下 三 角 或 上 
SAM N). 

我 们 知道 ， 一 个 不 可 约 n 阶 方 阵 A, 在 置换 相似 变换 (N 

与 列 作 同样 的 置换 ) 下 ， 保 持 它 的 不 可 约 性 可是， 如果 把 4 

作 和 任意 的 行 或 列 变换 ， 它 是 有 可 能 变 为 可 约 方 阵 的 例如， 不 
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WEE 


A=| i o o|, 
10 0 
EE 4 的 第 1 行 和 第 2 行 对 调 ， 得 到 下 列 的 可 约 方 阵 
| | | 1 0 0 B 
B=| 011 
1 0 O 


这 就 告诉 我 们 : 有 可 能 把 一 个 可 约 方 阵 通过 某 些 行 (或 列 ) 置换 
化 成 一 个 不 可 约 方 阵 ，1979 年 ，Brualdi ((7]) 得 到 了 这 类 方 阵 的 
组 合 特征 . EMD), AFERE P MQ, PAQ = (PAP7)PQ， 
故 下 列 定理 仅 需 讨论 对 矩阵 的 列 变换 . | | 

.定理 24.2 (Brualdi) | 设 A 是 一 个 = 阶 和 矩 阵 ， 则 存在 一 个 
" 阶 置换 方 阵 Q, 使 得 AQ 是 一 个 不 可 约 方 阵 当 且 仅 当 A 的 每 
f. 每 列 至 少 有 一 个 非 零 元 - | 

E SAAZAMSA, MN n MERDE Q, 
AQ 也 有 和 零 行 或 零 列 ， 因 此 AQ 是 可 约 的 . 

AH, BIA). 不 失 一 般 性 , 设 4 是 下 列 的 Frobenius 
标准 形式 
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=I, PETS: 这 时 可 取 口 < I. "T ü 
D(V), D(V5), --- -D(V.) & A 的 伴随 有 向 图 D 中 ， 分 别 对 应 于 
不 可 约 子 阵 A1, 42, A. 的 强 连通 片 ， 任何 一 条 驱 都 是 从 顶 
AN V, 到 顶点 集 Vi aU OM <i <b). HT 11,2, B 
选择 V, 的 一 个 顶点 ai. 

* 8 是 把 4 对 相应 于 顶点 aras, , 4d 的 列 作 循环 置换 
PADIS, B 的 伴随 有 向 图 记 为 D. D 7 可 以 从 D RIT ili 


方法 得 到 : 把 a. MARMARA a. 1 WAR (i= ~k), N a1 的 
AMBOS ak HAR. .我们 将 证 明 ; D' sasam. 即 B 是 
不 可 约 阵 . 


YT BAA, WE ao B] ak 点. 

车 D 的 每 个 强 连通 片 的 阶 数 大 于 1 成 阶 数 等 于 1 且 是 一 
个 环 ， 则 每 个 强 连通 片 DV) 都 有 一 系列 始点 与 终点 都 在 a, 
mma ifa , Tees te > 1, 当然 ， 这 些 闭 途径 长 度 非 零 ， 
= 42 的 每 一 点 都 属于 至 少 一 个 闭 途 径 ， 这 些 半途 
EHE a; BAUR ARI AR 用 重复 使 用 途径 

的 办 法 ,我们 可 以 使 所 有 如 = 如 i = 1,2,…,k, E D h, LÈ 
这 些 途 径 中 的 最 后 的 弧 进 入 ai. 

E 1% BED 中, 把 途径 Wi 的 最 终 的 顶点 a, TT, aia 
” 后 记得 到 的 有 向 途径 ， 当 然 , 此 途径 的 最 后 的 弧 也 用 ai 的 入 
MKB, (1 < i < H. 于 是 


Ta a" Ana, Da 2 ee fuia Blut f 


是 D' 的 一 条 闭 有 向 途径 , 它 通过 D IBS NN IP — X. 
于 是 D' 是 一 个 强 连 通 图 . 

对 于 一 般 情形 ， 即 的 强 连通 片 可 能 是 非 环 的 弧 立 点 的 
情形 . 因为 4 无 零 行 和 零 列 ， 故 第 一 个 连通 片 D(V) 和 最 后 一 
AHH DV) BRAM A. BED 是 强 连通 图 ， 只 须 
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* : 对 D' 的 每 一 个 顶点 a, M ar 到 a, A a P] az ,都 有 有 内 
i E 
E Was V. NA, TB < k. 要 得 到 ay 到 a 的 有 
n, N K kh ax 到 a, 的 有 向 途径 .因为 4 的 对 应 
B aii 的 列 包 含 一 个 1, K DD 中 从 Vu U Vua 的 某 一 点 。 
` s ZR KM. 于是， 在 D' 中 ， 从 V. 的 a, 到 5 有 一 条 有 
RE, Bt, M a. 到 a 便 有 一 条 有 向 途径 ， | 
PRR, EER 4 的 每 一 行 有 一 个 1 可 证 : ED 
P HÆ A V, 中 的 点 。 的 有 向 途径 于是， 从 到 a 
6 条 有 向 途径 . o 
“ 由 此 证 得 : D' 是 一 个 强 连通 图 : E. 
K 中 , 我 们 已 证 明 , FA 是 完全 不 可 分 时 , WR p4 = n, 
Wan, f Mx. 

我 们 考虑 项 秩 pa = n BU n HR, — 
*. 

A 2.4.3 NAA n Hr K, 项 秩 pa = n, 则 4 置换 相 : 
ETH THORT= ME | 


"t rb onn 


*".... 


Ag Aag. : Ale Ak 
RP Al, , A,, 4 . Ar 都 是 非 空 的 完全 不 可 分 方 阵 ， 而 且 对 
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于 g <q Sk, An Aqiai 不 全 是 等 矩阵 ，. (2.4.2) N A 的 
”一 个 置换 相抵 标准 形 ， 记 A 的 阶 数 为 ., 1 < í < k, II n, Bh, 
g 都 由 4 所 唯一 确定 . 

在 证 明 这 个 定理 之 前 , 我们 比较 一 下 标准 形 (2.4.1) 和 (2.4.2). 
它们 的 形式 是 完全 一 样 的 ， 其 区 别 在 于 4. 是 不 可 约 的 还 是 完 
全 不 可 分 的 | 

E HND n, 故 必 可 调换 4 的 行使 A 的 主 对 角 线 全 非 
零 ， 即 存在 一 置换 方 阵 N, 使 A= A 的 主 对 角 线 元 素 都 不 为 
0. 再 对 A 作 置 换 相 似 变 换 ， 即 取 置 换 方 阵 R, 使 PBAPT 变 成 
形 如 (2.4.1) 的 标准 形 ， 其 中 A1, A2, Ay 都 是 不 可 约 的 ， 由 
$2.3 的 性 质 2, 可 知 41,…, Ae 是 完全 不 可 分 的 ， 即 PaP, APF 
-是 (2.4.2) 的 标准 形 ， 证 毕 ， 

关于 标准 形 (2:4.2) 在 置换 相抵 意义 下 的 唯一 性 ， 我 们 有 更 
” 强 的 绪论 ， 即 若 4 又 置换 相抵 于 下 列 标准 形 ` 


Mj k = L 9 = h, 并 分 别 有 (1. , 9 Bo 和 {9g 1, , K 
LHRH z, K Ao MAG = 1. . 0) 以 及 A, % MAG = 
971, , % 都 是 由 4 的 同样 的 一 些 行 和 一 些 列 所 组 成 
对 于 这 一 结论 的 证 明 ， NI 
识 (详细 论证 可 参看 [8] p.112). 
对 一 般 的 mm x n HH m Z n, Nn T pA < n IAM 
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ko. 2 | 

P 也 有 置换 相抵 标准 形 ， 下 面 给 出 一 个 主要 结论 。 

; 定理 2.4.4 RAA H, A ESE TE, 
WA 置换 相抵 于 下 列 分 块 下 三 角形 


| (2.4.8) 


L, EN. 即 规格 Ty X8y, TV > sv, H. PA, = sy, Ay 是 一 
Mitt, 即 规格 ra xan, TH < 5p H pa, = TH, A., i 1, 2, . , 
t 非 空 完 全 不 可 分 方 阵 ， 

”一 个 ” 阶 (0, ) H 4,. 若 它 的 每 个 1 都 属于 一 条 非 零 对 
bk, WRK 4 有 全 支撑 (total support). 若 4=0, 则 4 有 全 支 
”对 于 一 个 如 下 形式 的 n 阶 (0,1) E 


1 了 分 别 是 k 1 阶 方 阵 ， 不 存在 包含 2 中 的 1 的 非 零 对 角 
b 因为 对 于 Z 的 位 于 A 的 (55) 位 置 的 1, 删 去 此 1 所 在 的 
;和 列 得 到 一 个 一 1 阶 和 矩阵 B, H k — 1 HH 1— 1 列 的 线 能 
HE B 的 所 有 1, 这 里 4 — 970-1) = 2. HERE 2.2.3, 
B) n- 2. 因此 ， 不 可 能 有 一 TERR (i) x 
EJ 

由 此 ， 并 结合 定理 2.4.3, 可 以 知道 : 当 4 关 0 M. 4 有 全 


- 105 - 


支撑 当 且 仅 当 4 置换 相抵 于 完全 不 可 分 矩阵 的 直 和 . | 
在 有 全 支 捧 的 (0, 1) 矩阵 类 中 ， 有 连通 约 化 相伴 二 部 图 的 
矩阵 (2.51.2) 与 完全 不 可 分 阵 有 着 紧密 的 联系 ， | 
定理 2.45 K A A n Fra dh (0,1) BE, ARX 
JE, A 的 约 化 相伴 二 部 图 为 G, W| 4 是 完全 不 可 分 矩阵 当 且 仅 
4 G 是 连通 图 . 
证 若 4 不 是 完全 不 可 分 ， 则 4 置换 相抵 于 两 个 或 两 个 
以 上 完全 不 可 分 阵 的 直 和 ， 则 G 不 连通 . 
KZ. ROG 不 连通 ， 则 存在 置换 方 阵 卫 和 Q, 使 


A 0 
PAQ = | 
Ao A 


XH A px HE 138 54 < 2 一 1 不 失 一 般 性 ， 
设 p < q BR, 4H y HHN - q 列 组 成 的 线 覆盖 ， 这 里 
pt(n-qg)2n-(q—p). 因 4 有 全 支撑 且 4 关 0 BE p(A) = n, 
In pg. FÆ AA px (n 一 p) METH. A 不 是 完全 不 可 
分 阵 ， 证 毕 . 
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| 下 面 ， 我 们 研究 不 可 约 矩 阵 类 的 子 类 — 几乎 可 约 矩 阵 
类 和 完全 不 可 分 矩阵 类 的 子 类 一- 几乎 可 分 和 矩阵 类 . 

我 们 知道 ， 当 研究 (0, 1) 矩阵 的 组 合 性 质 时 ， 我 们 希望 抵 
阵 中 的 元 素 1 尽 可 能 地 少 ， 如 果 把 一 个 不 可 约 托 阵 (完全 不 可 
分 矩阵) 中 的 某 个 1 用 .0. 来 代替 ， 仍 是 不 可 约 矩 阵 (完全 不 可 
分 矩阵 ) 则 后 者 当然 比 前 者 简单 得 多 , RT MEX N 
过 程 ， 我 们 将 会 得 到 这 样 的 一 个 矩阵 ， 当 它 的 任 一 个 元 素 工 用 
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hers 它 将 变 成 不 同类 的 矩阵 
,- 我 们 就 O 1) 矩阵 而 言 ， 给 出 下 列 定义 
KX (几乎 可 约 矩 阵 ) (nearly reducible matrix) 不 可 约 (0, 
DEI A= (ai) 称 为 几乎 可 约 的 ， 如 果 对 每 个 Op, > D, 矩阵 
M- E, 是 可 约 的 这 里 E 表示 除了 os > OF, KRTEK 
Jom. M: 1 阶 零 方 阵 是 几乎 可 约 方 阵 ， 
定义 (几乎 可 分 矩阵 ) (nearly decomposable matrix) = 
全 不 可 分 前 (0, 1) f A= (o4) 称 为 几乎 可 分 的 ， mx ARM 
0% > 0, 矩阵 4 — E 是 部 分 可 分 的 . 
不 可 约 矩 阵 的 伴 沽 有 向 ， 图 是 强 连 通 图 ， nn STAR Bd 
伴随 有 向 图 称 为 极 小 强 连通 图 ， (minimally strong diagraph). È 


是 一 强 连通 图 , 但 是 删 去 它 的 任 一 TEN 就 不 再 是 强 连 通 的 了 ， 
FR Se ae IS. 


"us 


| * 251 
极 小 强 连通 图 有 下 列 一 一 些 图 论 性 质 : 
性 质 1 极 小 强 连通 图 没有 环 点 . 


M2 — 航 小 强 连 遵 图 的 每 个 长 大 于 NHR . 
即 对 于 任何 图 UiUZUs* av s), AER U;UI S il. 


ERS RNR 的 导出 子 图 车 也 是 强 连 通 的 ， 则 
比 导 出 子 图 也 是 极 小 强 连通 图 . | 


性 质 4 至 少 ? WEN D 必 包 会 一 一 个 顶点 a, 
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使 d*(z) = d- (a) = 1, KANN (eyclic vertex). ＋ D 的 所 
ETCOILOPEES 
上 述 性 质 ， 从 定义 可 直接 证 明 . 

EMS WW 是 极 小 强 连通 图 DD 的 顶点 集 的 子 集 , WW 
.收缩 ( 即 从 号 中 删 去 连接 全 的 任意 两 个 看 点 强 ,并 把 全 的 一 切 
顶点 看 作 与 它们 之 一 相同 的 单个 点 而 得 到 的 图 ) 记 为 D(ew). 
X i W 的 生成 子 图 为 DIW]. A DW) ESETA, M Dw 
和 DOW) 都 是 极 小 强 连通 图 . | 

证 BEA DW 3E — K, 剩 下 的 图 仍 是 强 过 通 
E. MN D 中 删 去 一 条 驳 也 番 下 一 个 强 连通 图 ， 与 D 的 极 小 
BEGET. ROW 是 极 小 强 连 通 图 

dio A DOS 中 的 一 条 强 ， 先 设 a 也 是 D HRM. 
N DOW) 删 去 o 剩 下 一 个 强 连 通 图 ， 则 从 D N u EM 
下 一 个 强 连 通 图 . 设 a 是 连结 W 的 顶点 和 集 V(D) - w X4 
WA o M. PEEN, o 的 重 数 不 能 大 于 1, 否则 因 DW A 
连通 ， 只 要 从 D 中 贡献 给 o SSS ME. WFE 
仍 是 强 连通 的 AH, a K Daw) 的 重 数 是 1, N D(SW) 是 

一 个 GENUS) 有 向 图 设 ED 中 连结 W 的 某 个 顶点 的 
W, 它 对 应 于 DOW) FHM o. A DW 强 连通 , FA DCW) 
qd: = ORS, MN D PHE w 亦 得 一 强 连 通 
Hl. 因 已 知 D 是 极 小 强 连 通 的 ， 这 重 证 明了 :; 从 DW) Mz 
H- KN NAH. IU DG 是 一 个 极 小 强 
EHE. wi. 

”由 性 质 5 可 知 : 在 一 个 极 小 强 连通 图 D 中 ， 连 结 一 个 有 
n MN Fü, NEN NN EW. 

性 质 6 DRA (n > 2) NAI H. 则 D 有 至 
少 两 个 图 点 . 

E D AE, & D 中 必 有 有 一 个 有 向 图， £D " 
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AHA, ME Hf ANNA. An 2 时 ， 命 题 得 
E. NK 2, ttn FERRER. 着 D 的 所 有 有 向 图 的 长 
HE 2, 则 我 们 可 以 把 一 标 树 中 的 边 {0,0} NH (a. ö) 和 (b,a) 
Ee NEH D. 而 阶 数 n > 2 NN RHE A. XE 
应 于 图 DD HN A. - 

. 车 号 有 长 度 为 m > 3 ASH Cm. AD 不 是 一 个 有 向 
B, # m < n—1. SWE, 中 的 顶点 所 成 的 集 ， 则 子 图 
JW] 不 含有 Cm VSAM. DOW) N Am 1 22. 由 
3 纳 假设 ， 它 至 少 有 两 个 圈 点 ， D(SW) 的 一 个 不 在 W 中 的 
和 点 也 是 D MIA. A DOW) 的 两 个 图 点 中 的 一 个 是 W. II 
E Df, NH- A (a, c). a EW, cc, WARM 
45), d€ V (DM, b€ W. E W 中 有 一 个 异 于 a 和 2 的 顶点 
e D HA. T, O HA TH K. 证 毕 . 

下 面 我 们 定义 一 个 枝 (branch) HEA. 
NH D = (V, X) 中 ， 有 向 途径 


ao 一 81 " — am (m > 1) 


[为 一 个 校 ， 如 果 下 面 三 个 条 件 成 立 : 
(1) ao 和 am DARA: 
(2) RW = (a, „ 4-1] 都 是 圈 点 ， 
“(8) ”有 向 子 图 DIV\W] 是 强 连通 的 ， 
UE: MATURE, W 也 可 以 是 空 集 ， 若 在 DON 
N. (eb) 后 得 一 个 强 连 通 图 ， 则 a。 一 5 是 一 个 枝 ， 在 一 个 极 
' 强 连通 图 中 ， 一 个 枝 的 长 度 不 能 为 1, 因此 ， 一 个 枝 包 售 至 
-MEA DR NH. AEA AMA, K 
RAK. | | 
性 质 7 En Br (n> 3) 极 小 强 连 道 图 不 是 一 个 有 向 
MD NEED HK. 
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i BD FEB, C 它 至 少 有 一 个 非 半点 . 我 们 定义 一 
个 图 D-, x-) 如 下 : V* K D PAE ARBRE, va, b e V”, 
AB a = (4, % 当 且 仅 当 在 D 中 ， 由 a 到 5 有 一 条 有 向 途径 
a, Ha PRT a, 5 ARAMA. BIL, D° 是 强 连通 的 且 不 
AA. 

E DUE NN ML os Me D E. 其余 情况， 
D' 是 一 个 阶 数 至 少 是 2 且 不 售 图 点 的 强 过 通 图 . 由 性 质 6, D° 
ANNA. AM, FK N a", NEN D WERA 
到 一 个 强 连 通 图 ， 于 是 ， 有 向 途径 a D H- NK. EEK. 

由 性 质 7 可 知 ,任何 一 个 极 小 强 连通 图 都 可 以 从 一 个 有 向 
图 开始 ， 用 逐步 增加 枝 的 办 法 构 寺 出 来 . 于 是 ， 用 这 种 办 法 构 
造 出 来 的 有 向 图 是 强 连 通 的 ， 但 不 一 定 是 极 小 强 连 通 的 . 
ADEM RA, MULE. 我 们 有 下 列 的 递归 
结构 . | , 
”定理 2.5.1 (Hartüel[9]) K 4 n MILF (0, 1) 
EBE n2 2. 则 4 置换 相似 于 下 列 形式 的 ANN 


(2.51) 


这 里 ， A 是 一 个 m 阶 几乎 可 约 方 阵 ，1 < m < n- 1 A 
OMA t, 且 此 1 在 第 一 行 ， 不 妨 设 在 P. 0,5) NK. 
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Ki «m. F, 又 恰好 有 一 个 1 且 此 工 在 最 后 一 列 ， 不 妨 设 在 
kf Gn m) WH, 184 S m, A 的 (i, J) 位 置 恰好 是 一 个 
* | 

.证 ， 若 有 向 图 D(A) A- AAM, 则 易 见 ，4 置换 相似 
Kum (2.5.1) aK. Ab, A EIME. $ D(A) 
AAA, Wn > 3 且 由 性质 7 D(A) HTH. HR 
) 定 义 可 知 : ARETE MEET dnn MER. 
TM | 

E. MEMS Nek NEU Mh A. 
li: n= 6m = 5. A 


000100 
101000 
000001 
001000 
000010 
010010 


TA 4 中 第 2 行 第 3 列 的 1, 所 得 到 的 矩阵 是 不 可 约 的 , 因 
，4 不 是 一 个 几乎 可 约 阵 . 可 是 , 给 定 一 个 m 阶 (m > 1) 的 
乎 可 约 (0, 1) 矩阵 41, 可 以 选择 矩阵 N, Fa, 使 得 形 如 (2.5.1) 
矩阵 是 几乎 可 约 阵 ， 事 实 上 ， 我 们 只 须 选 择 员 K (l. 1) 位 
K I, m F K (I, n- m) H. TX I, 便 能 得 到 一 Tn MELE 
HHE, (n > m). f 

上 述 关 于 极 小 强 连 通 图 的 递归 结构 , T 可 以 帮助 我 们 得 到 极 
强 通 图 的 弧 数 的 界 ， 即 几乎 可 约 矩 阵 中 1 的 个 数 的 界 . 
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定理 2.5.2 (Brualdi, Hedrick 10) N D JEn Br (n 2 2) N 
小 强 连 通 图 , Wn m(D) < 2( —1), 这 里 mD) JE D HMR. 
m(D) =n 4AR4 DB—PRA MH, miD) = 2(n — 1) 
HNA 是 一 个 m 阶 树 ， 每 条 边 都 由 两 条 方向 相反 的 弧 组 
成 ， 简 记 为 树 T (把 一 个 无 向 图 GG 的 每 边 写成 两 条 相反 方向 的 
1 rerit ma G). 

证 对“ 阶 极 小 强 连通 图 DD, n > 2, HA NAK 
的 始点 ， 故 mD) > n. | 

E m) = n, 则 每 个 顶点 从 是 一 条 驱 的 始点 ， 由 此 可 知 ， 
DANKE u f H. 

# WE mD < 2(n — 1), 且 等 式 成 立 当 且 仅 当 D = T. 对 
作 归 纳 法 . 

GÉn-1,2, 结论 显然 . 设 4>2. 由 上 述 所 列 的 关于 极 小 强 
. 连通 图 的 性 质 , 对 于 九 中 的 一 条 途径 zt Host], 
How HEB. 4 D = lui, , ve], WD 亦 是 极 小 强 连 通 
H. 于 是 | 
mD) < (t + 1) + m(D'). 

HARER, 

| m(D') € 2(n — t — 1). 
于 是 

mD < (t + 1) + 2(n — t— 1) = 2(n - 1) - (t - 1). 


At 2 1, m( D) < 2(n — 1). 

N mD) = 2(n — 1), Mt = 1. HHN RN. fé 
n- 1 Br i T 使 D = T. REI u, 则 在 T" ch, A 
KR w = A1. . „zy K u (p > 2) 连结 w Nl u. FRE Dach, 
u, v1, 1, , 2p 是 一 个 围 ， 弧 (22,21) 是 D' IB KM, NA D 
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区 -条 弧 ， 从 中 删 去 它 便 得 一 个 强 连 通 图 ， 这 与 D 是 极 小 

PERHERE. UW u= u. j T AGT BWA v 和 
Bes ARNM, RIT 是 一 BH D = T. | 

| ABE DKM SERE, n > 2. F mD) =n AD 
RE, Mud. D ERNER. 假若 m(D) = 2(n — 1) 且 存 在 
hr ft p= T. & (r, ) E D. MEN D thi. 
EN (z,y) 得 到 的 有 向 图 中 . 从 = 到 + 没有 路 ， 这 就 导出 ; D 
sd 证 毕 . 

. 系 2.5.3 i22 且 k 是 一 个 正 整数 则 存在 一 个 “4 阶 
BOE HELD, K m) = k 当 且 仅 当 n < k < 2(n 一 1). 
" 十 ”由 定理 25.2, ED Aon 阶 带 有 k RM MR 
REAM, Mn < k < 2n-1). Hit n < k < n I). 
er 是 一 棵 n BM, RWARE (v, sv) n 一 1 KU 
R viva, vats, -- „ vn-1 un-. N Dy 是 下 面 的 有 向 图 ， 其 中 用 反 向 
BRM as T 中 的 边 512 * ,Uk—nUk—n--1; KX AM NK. EN 
-i; U-). : (Oat; ba), (vn, Venti). M Ds 是 极 小 强 连 

an | 


mD) = 2(k—n)+n—-(k-n+1)+1=k IEK. 


1 (4) & (0, 1) 矩阵 4 的 元 素 1 的 个 数 ， 我 们 有 与 定理 
5.2 R 2.5.3 W Hp Ay. 


2254 NA AHA MEN, n22 W 


m SC) < 2(m ~ 1). 


， 4 是 具有 o(A) =n 的 nn 阶 几乎 可 约 阵 当 且 仅 当 4 置换 相 
有 于 f 
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000--1[ 
100 0 


A 是 具有 zf(4) = 2(n - 1) ff > 阶 几乎 可 约 阵 当 且 仅 当 存 
E Kn 阶 树 ， 其 邻接 矩阵 是 A, 

如 果 是 一 个 正 整数 ， 则 存在 一 个 具有 o) k 的 n 阶 
JURA B BARH n < k < 2(n - 1). 

J $2.3 的 论述 中 , 我 们 也 可 以 用 图 论 前 语言 描述 几乎 可 分 
和 矩阵， 一 个 几乎 可 分 矩阵 A, 其 伴随 有 向 图 DA) 只 要 任意 删 
Lx 1645 D, 就 可 能 出 现下 列 两 种 情形 | : 

(1) D' 是 非 强 连通 的 . 

( D 虽 是 强 连通 , 但 存在 D 顶点 集 的 一 TETA X, 
AE |N(X)| s IX. 

wc 
= (045), B- =(bj), ASB 
SARS aij < bij. 

EE 255 RAR 阶 几 乎 可 分 矩阵 ， 则 存在 置换 阵 
P,Q, # I < PAQ, 且 对 所 有 这 样 的 P, Q, PAQ 一 了 是 一 个 几乎 
HAER. | 

证 NAA HEN, 网 4 是 先 全 不 可 分 的 . 
由 Frobenius-Kónig 定理 (定理 22.1 H, FERRER P 和 
Q # 1 < PAQ, M PAQ 的 主 对 角 线 是 非 零 元 H 4 几乎 可 分 
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RN PAQ 也 是 几乎 可 分 ， 不 失 -- 般 性 ， 设 了 < 人 fl 623 
_ 的 性 质 2 EA -了 是 不 可 约 的 ， 设 


Ss ATI 
0 -ARTERE Ni 3 的 性 质 2 知 ， C+ 了 是 守 


全 不 可 分 的 ， 因 
| CEISACAISA, 


kS ALERT ACCU. 于 是 ，4 - ~ 了 是 几乎 可 约 的 
EH. 
E B= (by) Ra NLF E. Ml 


DIL Bsr ARATATA 但 是 ， 它 不 一 定 是 几乎 
可 分 的 ， 例 如 


P 是 几乎 可 约 的 ， 但 AH LA 


1 0 1 


BERERIN. 从 $2.3 Hea 2 可 知 : #CSB+I 是 完全 
下 可 分 的 ， Mg C. 


- 116 - 


我 们 可 以 利用 定理 2.5.1 中 已 得 到 的 几乎 可 约 矩 阵 交 递归 
结构 , 得 出 几乎 可 分 矩阵 的 递归 结构 . 首先 建立 下 面 商 个 引 理 。 
引 理 2.5.6 ” 设 B 是 下 列 形式 的 n 阶 (0, 1) OM 


0 
1 1 0 
i 
1 


o. o o a 
ooo o 


(2.5.2) 


这 里 ， Bi 是 完全 不 可 分 矩阵 ， H 在 第 一 行 有 一 个 1, HA 
末 一 列 有 一 个 1, WB 是 完全 不 可 分 矩阵 ， | 

证 ”由 定理 245, 只 须 证 明 ， B 有 全 支撑 且 BALE 

随 二 部 图 G 是 连通 的 就 可 以 了 . 由 定理 2.3.5, B 的 每 个 1 属于 

一 条 非 零 对 角 线 ， 由 定理 2.4.5, Bi 的 约 化 伴随 二 部 图 G, 是 连 
通 的 , 而 G 是 用 路 连结 GRA G, 为 生成 子 图 的 图 ) 的 两 个 
顶点 所 得 到 的 ， 故 G KIM. WK. 

引 理 2.5.7 ” 设 在 引 理 2.5.6 中 的 矩阵 B ELITE 
阵 ， 则 在 形 如 (2.5.2) 的 矩阵 中 的 B, 是 几乎 可 分 的 且 玉 Fu F, 
分 别 怡 会 一 个 1. N 及 中 的 唯一 的 1 f . Fi 的 第 j 列 ， 妨 的 
唯一 的 1 位 于 P, 的 第 ; Ff. K Bi 的 阶 至 少 是 2 W B, 'h (6) 
位 置 是 一 个 0. 

证 E Bi 中 用 0 RAE 1, 得 到 一 一 个 完全 不 可 分 
矩阵 ， 则 由 引 理 2.5.6, 在 B 中 用 0 代替 那个 1 也 得 到 一 个 完全 
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FE. UB! 因此 ， B, 必须 是 几乎 可 分 矩阵 ， 由 引 理 
25.6 HHN: F, 和 MAA I. | 

ME B, 的 阶 至 少 是 2 & G, 是 Bi 的 约 化 相伴 二 部 图 . 
XE B, 的 (i, J) r Ron ak I. 用 0 来 代替 这 个 1, 我 们 便 可 以 
分 别 从 B, 和 台中 得 到 B: 和 B'. N B, 的 阶 至 少 是 2, Bl 不 是 
-EME B 的 每 一 条 非 零 对 角 线 可 以 扩充 成 一 条 B 的 
” 非 零 对 角 线 , 这 只 要 增加 如 (2.6.2) 形式 矩阵 中 所 列 出 的 主 对 角 
线 上 的 1 Ax. 

因 B, 是 完全 不 可 分 的 M B 有 包含 G, ) 位 置 上 RE 
等 对 角 线 ， 把 这 条 非 零 对 角 线 上 (57) RIE, NE H 
AI F, BY 1 kE BE (2.5.2) 中 列 出 的 主 对 角 线 下 面 的 1， 我 们 便 得 
到 一 条 B 的 非 零 对 角 线 . 由 此 可 见 ， B 有 全 支撑 ， BA 
化 相伴 二 部 图 G' 是 连通 的 ， 因 为 它 是 从 G 中 用 连结 两 个 顶 
点 的 路 代替 一 条 边 而 得 到 ， 由 定理 2.4.5, B. 是 完全 不 可 分 的 ， 
这 便 和 条 件 E 是 儿 乎 可 分 了 矛盾. 于 是 B, 的 (i, j) CORT 
TOUR 

下 列 定 理 是 Hartie 得 到 的 关于 几乎 可 分 矩阵 的 递归 结构 ， 
' ”定理 2.5.8 (Hartfiel [9) 设 4 是 一 个 几乎 可 分 的 % 阶 (0, 
1) JERE n > 2. WJ 4 置换 相抵 于 一 个 形 如 (2.5.2) BJ n 阶 和 矩阵 ， 
其 中 ，Bi R m PUP ASHER, 1<m<n—1, N F. 
恰 合 一 个 1 且 在 第 一 行 上 ， 不 妨 设 在 (1,j) 位 置 ， 1< j Sm, 
矩阵 F, 也 恰 合 一 个 二 且 在 最 末 一 列 上 ,不妨 设 在 (i,n 一 m) 位 
IXI, 181i Sm. mA m > 2, Wi m #2 B P 在 ( KT 
的 元 素 必 是 0. 

iE 因 A4 是 完全 不 可 分 ， MEHR F n. 我 们 置换 4 
的 行 和 列 ， 可 得 到 一 个 对 角 线 元 全 是 1 的 几乎 可 分 矩阵 B. 由 
定理 2.5.5, 矩阵 互 - 工 是 几乎 可 约 的 ， 由 定理 2.5.1, 存在 一 个 
阶 置 换 阵 P, 使 得 
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Pl(B- DPT=PBPT-I 


RE, 41 是 一 个 m 阶 几 乎 可 约 和 矩阵 ，1 < m < n I. 和 矩阵 
FP 恰 包 售 一 个 1 且 位 于 第 1 行 第 7 列 ，1 <j< m. HEB F, 
也 恰 仿 一 个 1. 且 位 于 最 末 一 烈 和 第 i 行 ，1 < < m. ALIS 
6.0 位 置 元 素 是 0. TE, PBPT 有 形 如 (2.5.2) 的 矩阵 ， 其 中 
B, = AL. 由 定理 2.5.5, B, 是 完全 不 可 分 的 因 日 是 几乎 可 
分 的 ， 由 引 理 2.5.7, KN: Bi 是 几乎 可 分 的 且 Bi PILE (i,j) 
的 元 是 0, 这 里 m > 2. AH, EEA m > 2, RE m Z 2, 因为 2 
阶 几乎 可 分 答 阵 不 合 0 元 素 ， 证 毕 . 

注意 : 满足 定理 2.5.8 结论 的 形 如 (2.5.2) 的 矩阵 不 一 定 是 
几乎 可 分 阵 ， 例如 


By = | 
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是 一 个 几乎 可 分 阵 ， M. EE 


10110 
00101 


却 不 是 几乎 可 分 的 ， 这 是 因为 用 0 换 于 (3,2), (43) 位 置 的 1 
后 ， 得 到 一 个 完全 不 训 分 和 矩阵 . 

在 定理 2.5.8 中 的 几乎 可 分 递归 结构 中 的 B, 可 以 是 任何 
几乎 可 分 矩阵 (除了 2 2 的 全 1 EK). 24 (2.5.2) E 2 N 
1 矩阵 时 ， 这 个 1 阶 几 乎 可 分 阵 是 1. 

j B JE n PILE AEE (n > 3), 不 失 一 般 性 ， 设 B XXE 
如 (2.5.2) 的 形式 且 满 足 定理 2.5.8 的 结论 ， 令 4 是 矩阵 


这 里 E, Bixn 的 (0, 1) 和 矩阵， 恰 有 有 一 个 1 且 这 个 1 所 在 的 
NA F, 中 的 1 所 在 的 列 相同 。 E X- nx 100, 1) EH, & 
EH 1, 这 个 1 工 所 在 的 行 与 到 的 1 所 在 的 行 相同 ， 由 引 理 
2.5.6, AH A 是 完全 不 可 分 的 , 而 由 B 前 筷 乎 可 分 性 可 导出 4 
的 几乎 可 分 性 

下 面 ， 我 们 对 几乎 可 分 阵 的 c(A) 作出 估计 

定理 2.5.9 (Minc, III]) N A N MILE TAS, MUJ 
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n (n =I) I 3-2 (n <2) 
< o(A) < 
an (n 2 2) 30 — 1) (n 2 3). 
ERISA 由 定理 2.5.5, B A 一 了 是 几乎 可 约 的 由 
定理 2.5.4. o(B) < 2(n 一 1), 等 号 成 立 当 且 仅 当 有 一 棵 %* 阶 树 T 


* BAT EHF. En = 2, T FIE 2 NEH. Fu 2 3, 
THES n-1 THER. HH 


e(B) < 2(n -), n= 2, 

-e(B) < 2(n — 1), n3. 

因而 mE 
e(4) $2(n-1) £n -3n-2, n=2, 
` e(A) < 2(n — ben 2, n>. 


对 于 > 2, 004) 的 下 界 可 由 下 列 事实 导出 : n Fr (n > 2) 
完全 不 可 分 矩阵 在 每 行 中 有 至 少 两 个 1. HF n=l, 绪论 是 显 
然 的 . IE K. 

对 于 (0, 1) KN 4, # D(A) 是 一 一 棵 nn 阶 树 工 = Kis. 3 
ik, A AU NH H (A) = 2(n — 1). K To 是 在 T= Ki. nol 
n 1 DEE. LIE 是 几乎 可 分 的 . A. 


e(A(To)) = 2(n 1) + (n - 1) = 3(n — 1), 


Ait, RUN 2.5.0 的 上 界 能 达到 ， 可 以 证 明 (R, [11]), E Gn 
抵 的 意义 下 ， 具 有 o(A) = 3(n 一 1) (n> 3) 的 几乎 可 分 = 阶 方 
阵 有 下 面 唯一 的 形式 . | 


. 120 - 


amet " 


101 0 
10 0 — 1 


-一 般 地 ， 我 们 有 


定理 2.5.10 in Yd 车 n<2 且 4 是 n 阶 几乎 可 


-分 阵 , No) = 3n—2. E23 HK AAA. 2n < k S 3(n— 1), 


则 存在 一 个 几乎 可 分 阵 An, K 9A.) = k. 

证 对 mn<s2, 结 论 显然 . 

Hna Hs EAk, 28.51. 我 们 构造 一 个 
如 图 的 阶 带 。 个 悬挂 点 的 树 T. 记 Ts BET 的 每 个 悬挂 
点 上 添上 环 所 得 到 的 图 . BR, A(T) ALPHA, H 


e(A(19)) = 2(n 1) +s = 2n +3 — 2. 


WH 2.5.2 


KZ HA 1 ZME, 2n s — 2 NE 2n N 3n — 3 之 
间 变 化 .定理 得 证 ， 

顺便 指出 : 几乎 可 分 方 阵 的 约 化 相伴 二 un HE 
一 类 称 为 最 小 初等 二 部 图 (minimal elementary bipartite graph). 
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关于 这 类 图 的 组 合 性 质 ， 可 参见 [12]. 

一 个 几乎 可 约 和 矩阵 的 不 可 约 主子 矩阵 是 儿 乎 可 约 的 , 但 一 
个 几乎 可 分 矩阵 的 完全 不 可 分 子 方 阵 却 不 一 定 是 几乎 可 分 阵 
(可 参见 [10]). 
”与 不 可 约 阵 和 完全 不 可 分 阵 的 关系 类 似 , 几乎 可 约 阵 与 几 
EXE LLLI EG 的 所 有 主 对 角 线 元 素 殉 为 0 县 
妃 =4+ 了 是 几乎 可 分 的 ， 则 A 必 是 几乎 可 约 的 ， 若 A 是 几乎 
可 约 的 ， 则 4 的 所 有 主 对 角 线 元 素 必 是 0 且 B= A+I 是 完全 
不 可 分 的 ; 但 p 不 一 定 是 几乎 可 分 的 ， 这 些 结论 ， 如 果 我 们 用 
图 论 观点 ， 也 能 得 到 很 明晰 的 解析 . | | 

关于 几乎 可 约 与 几乎 可 分 两 种 矩阵 的 正 元 素 个 教之 间 关 
系 ， 用 有 向 图 的 手法 ( 见 [10]) 可 以 证 明 下 列 | 

定理 2.5.11 (Brualdi, Hedrick, [10]) ^ 设 n,p,q 是 正 整数 ， 
n 2 3, n < p < 2(n — H 2n < q < 3(n — 1). 则 存在 一 n 阶 几 
PHARE A 和 一 矩阵 了 < I, 使 得 

{1) ofA)= 9; 

(2) AY) =: 

(3) A+! 是 儿 乎 可 分 的 ， 
当 且 仅 当下 列 条 件 之 一 成 立 

(4), p<2(n-1) B 2a <q <p+n, 

(5) pz2(n-1) B2n <q <p+n-1. 


82.t 6 BAA 


("——— CNR PL, RASA PEE 
“ 换 相 抵 下 的 不 变量 一 积 和 式 ， 
EX A- (ag) mn BE (m < n), WHA 
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Per A — > 14,021, ame, (2.6.1) 
11,53, *, i € P 
AA 的 积 和 式 (permanent), 这 里 P^ X (L, 2, n] 中 所 有 m 
”元 排列 的 集合 . 

“” 积 和 式 的 概念 在 1812 年 由 Binet 和 Cauchy 提出 的 ， 我们 
经 常用 到 的 是 m = n nes. 积 和 式 有 深刻 的 组 合意 义 ， 例 
如 ， 当 A K n H (0, 1) 方 阵 时 ， | 

Per (J) = n! Bp % 个 元 的 所 有 排列 数 ， i 

Per (J-N = nt Y CE, N n PIERREA (derangement) 

kap 

个 数 ， 所 谓 更 列 ， 就 是 数列 (aa... a EK 1,2, 的 
一 个 排列 ， 且 a i(i-12,-.,) | 

于 是 ， Per A 前 是 具有 某 一 约束 条 件 的 排列 的 个 数 , E 
^ 我 们 这 里 是 对 (o, 1) N 4 而 言 ， | 

_ 积 和 式 作为 矩阵 4 的 一 种 数量 函数 ， warm-ama 
的 性质， 

定理 2.6.1 Ë Am KE. m < n. 

( Per 4 是 4 hf HAHN N. 


(2) Per A h FNR. mA P AQ 分 别 是 . 
m xm Bi n xn NR, 则 


Per (PAQ) = Per (4). 


(3 Amn, 则 Per (AT) = Per (A). | 
(4) * N mx m A nx HE, A 


` Per (DAG) = Per (D) Per (A) Per (G). 
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BUR, BAR oR 4 的 某 一 行 得 4, 则 
| Per (4) = =a Per (A). 
相应 的 1 展开 定理 是 


定理 2.6.2 = (ai) & mx n EB, m < n N 

in, „ 行 展开 » 11 < tg ix < m) 

Per A= l x : Per Alis. , ia Il: , ll 
i ISA i Sn . 
. f Per Alii, tU sikli» Ut Ju). (2.6.2) 
HER, A HR: 
Per A= Yay Per A(i|j). (2.6.3) 
一 j=1 . . i 


证 de „ 4 = a, {jn ji} = B, B| Ajo18] MRM 
* * 2 AL AJA S (- 1) (un 
ARABIA. Aola MHM EI A(al8) 的 对 角 线 
积 是 4 的 对 角 线 积 ， 于 是 ， 对 固定 的 8, Per [al]: Per A(al) 
* n n Isa n. X, HTA 
的 序列 8, 可 得 到 不 同 的 对 角 线 积 ， 在 列 标号 集中 有 ( ) 人 不 
同 的 8, 因此 ， (2.6.2) 式 的 有 边 是 


Ou- (Qn 


个 这 样 的 对 角 线 积 的 和 ， 即 ，4 的 所 有 对 角 线 积 之 和 ， 从 而 ， 
与 Per A 相等 .证 毕 . | 
积 和 式 Per A 5 A 的 行列 式 det 4 的 最 显著 不 同 是 ， 前 者 
可 对 和 xm 和 矩阵 A I H. ff NN m 的 方 阵 有 定义 ， 
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i NUR RII a 阶 方 阵 4, Per 4 和 det 4 都 是 4 ff. 
Wa, KATE 
det a- V^ (-a. , (2.64) 
tasa CPR » 
t Ei 1112 in 的 道 序数 、 

XR (2.6.1) 与 (2.64) 式 ， 我 们 发 现 Per 4 与 det A 每 项 的 
SAU. BA nl 个 乘积 项 的 和 ， 且 每 项 均 是 4 @h 0284847 
KEA n 个 元 素 的 积 ， 不 同 的 仅 是 det A 由 于 (-U, 因此 2 
FREES. BRN det 4 的 计算 ， 我 们 已 经 有 完整 的 理论 和 可 
行 的 方法 ， 于 是 很 自然 地 起 到 ` | 

1% Per ASR S. 

2 Per A 可 转化 为 det 4 计算 . 
问题 1? R. Per A 的 计算 极为 困难 ， 对 于 任意 
的 (0, 1) 矩阵 A KR, Per A 的 计算 尚未 解决 ， 这 等 价 于 : 对 
有 任意 约束 条 件 的 元 排列 计算 问题 , 仍 是 一 个 尚未 解决 的 问 
题 ， 困 难 的 原因 产生 于 ， Per 4 不 存在 行列 式 计算 中 存在 的 下 
ELLE: HER. 

(1).det AB = det A - det B. 

(2) 对 A- NE TMN f E., TARH 
MRE. | 
«BY ERM 20, 鉴于 Per 4 与 det A 的 定义 和 性 质 是 
如 此 相似 UR E 2.6.1, 2.6.2), 一 开始 ， 就 有 人 作 了 尝试 ， 把 
Per A 转化 为 det A 计算 ， 例 如 ， 对 于 2 MAE | 


411 012 : 611 —013. 
Per = det 
B M B 222 | 
只 须 把 一 个 元 aus 改变 符号 即 可 .但 是 ， 令 人 失望 的 是 ， 1913 
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年 Poly ET, WF n> 3 n 阶 方 阵 的 积 和 式 不 能 通过 改 
变 某 些 元 素 符号 的 方法 ， 使 Per 4 转化 为 det A. ARNERI 
F: En A= (ou) 


det A= = 011022033 + 612023031 + 013821032 
411423032 — 0120121033 一 013822031. 


设 能 改变 某 些 ay 的 符号 ， 使 上 述 项 均 正 ， 即 有 oy = 1 R -1, 
使 det A(o.ja;;) Per Alay) WHERE ay MIT. | 
从 前 三 项 (EM 来 看 ， 必 须 有 偶数 个 oy 等 于 +1. 
从 后 三 项 (RSD 来 看 ， 必 须 有 奇数 个 ci 等 于 -1. N 
对 n>3, Hi n MAM A= As Ics 就 不 可 能 用 改变 A 中 
-元 的 某 些 符号 办 法 ， 使 积 和 式 的 计算 转化 为 行列 式 计算 . 
容易 证 明 : A (40, j — i > 1 Pf ay = 0, TAR 
的 所 谓 Hessenberg V | 


. i ^ 
621 0 
5-11 * Gn—1n 
üni Ann 


“是 可 以 实现 这 类 转化 的 ， 我 们 只 须 令 
-1， 当 j=i+t1 
Tij = f 
|» RR, 


Ne o fei 12, 02317 * n-1.n 的 元 改变 符号 ， 得 A= (ogo). 
易 见 Per À = det A. 
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为 了 计算 一 般 Per A 的 Ryser 公式 ， 我们 简 述 一 下 带 权 的 
容 斥 原理 . | 
设 3 是 一 个 = 元 集 ， 下 是 一 个 域 . 对 每 个 a。e S 定义 
Wa) E F, w(a) 称 为 a N. RE Py, P, Pw 是 与 S 的 元 素 
有 关 的 N MEM, P = N, B. , Pu}. M H= TAG 
[Pa Pia, . Pir} 
* | 
i W (Pit, Rz. Pir) (2.6.5) 
ER S 中 同时 具有 这 个 性 质 的 元 素 的 权 的 和 ， 再 以 
W(r) = 3^ W(B,,-.-, H.) 
ERMA (2.6.5) 14. RI, KAMPA P 05 r F. WO R S 
中 所 有 元 素 的 权 的 和 .我 们 有 


SRM $ Elm) 表示 S HER N. , Pw h m ME 
质 的 元 素 的 权 的 和 ， 则 


^— E(m) = W(m) — (a rerna (Pm en 

tec C W(N). | 
(2.6.6) 
iE Races, 且 a 愉 具有 了 中 的 :个 性 质 At = m, Wa 


对 (2.6.6) 右边 无 贡献 . Ft = m, 则 a 对 (2.6.6) AIR W (a). 
# t> m, Jl a 对 (2.6.6) 右边 贡献 等 于 


9-0: 6 029629 
oO 0 
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但 是 


ue its | s 
(262) -e 
-e oe (| 170 
= ML W. %) = 0. | 


即 当 +t> m 时 ，a 对 (2.6.6) 式 右边 无 贡献 ， 
于 是 


E(m) = Y wo ee 
n. 中 的 。 MER, 
X | 
Elo) = W(0) -W()--W(2) ----(-2"W(N) (2.6.8) 


这 里 E(0) 是 S 中 不 具有 已 中 任何 性 质 的 元 的 权 的 和 . 
现在 ， 我 们 氢 述 一 种 计算 Per 4 的 方法 { 见 [13]). 
定理 2.6.3 (Ryser 13) HE A AM m x n Af, m < n, Æ 
AMR r 列 改 成 零 后 所 得 的 m x n HHN Ar, 并 记 这 个 Ar 
的 m NH mR Sn Be Yun 为 所 有 可 能 
-取得 的 Ar 的 S(Ar) 之 和 ， 则 


n= 19) Del 


Per A= > 8(A ) — ( 
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+ ( 27) Y S4. ni =: Le 


+(- at 1) LSA. y). 22.6.9) 
"gm AER 1,2,…,n( 列 号 ) 的 所 有 m 组 合 . 
65,1. v ir) 256.10) 
WEA. 4 (2.6.10) 的 权 为 
| 1j 025, "t amim. 


EN A S 的 元 (2.6.10) AL MER ii 1,2 , nN 
LIE 
X Ar A A PE 11, iz, is 列 改 为 零 后 所 得 到 的 矩阵 ， 
则 | | | 
Fu, Ra, , A,) = S(Ar), 
从 而 u 
W(r) (Ar). 

Per A B] S PARA n — m MER BG = 1,2,…,n) 的 元 素 的 权 
的 和 ， 由 容 斥 原理 (2.6.6) 式 ， 即 得 (2.6.9). WEE. 

R264 R A Zu HAN, MH 


Per A -5(4) - $^ S(4) LSA. 
— (7271 V^ S( Ana). 


定理 2.6.3 虽然 提供 了 计算 Per 4 的 一 般 方法 ， 然 而 ， 由 
T XS(Ar) 计算 起 来 烦琐 ， 因 此 运用 起 来 不 方便 - 
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于 是 , AEN N AHR NE. 
阵 积 和 式 的 计算 公式 ， 
| _ 例 如， 一 些 有 规律 的 恨 位 排列 问题 ， 可 以 归结 为 拉丁 长 方 
的 计算 问题 ， 也 等 价 于 (01) 方 阵 的 积 和 式 的 计算 ， 

HS = {1,2,---,n}, 4 ex n 长 方 阵列 A, 如果 A 的 每 一 
行 都 是 S 的 一 个 排列 ， 每 一 列 又 是 5 ËJ n 个 元 素 的 7 排列 . 
车 把 4 的 第 一 行 作 自然 顺序 1,2,…,n. 则 此 拉丁 长 方 称 为 规 
范 拉 丁 长 方 以 Kin) 记 规 范 的 r+xn 拉丁 长 方 的 个 数 . 于 是 


K(2,n) = Per (J — 1) = 


1 2 3 --- m — 
这 就 是 形式 为 0c [max BERT RA 
k o o 站 I 
数 ， 也 是 前 面 我 们 提 到 前 更 列 个 数 . 
如 果 设 ,是 第 一 行 等 于 (0,1,0,---,0) M NAI NR. 
于 是 | 
Per (J — I — Pa) 
1 2 3 cn n 
即 形 为 | 。 1 2 n-i | 的 3xn 规范 拉丁 长 方 个 数 
" + 1 * 


1934 fF. J, Touchard( S% [13]) 得 到 了 


Per (J - I- aa 人 Dev » 
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cart (rac » n. 


L Per (J I- P, Fa), Per (J- I — P, — P2 Fa) 是 一 类 
3xn, Ax n 规范 拉丁 长 方 的 个 数 . 迄今 ， 我们 只 能 求 出 上 述 特 
殊 的 规范 拉丁 长 方 个 数 及 KG, ) 的 计算 公式 . 
KR f f N fh fn KN. X . 阶 有 向 图 D 的 邻接 
矩阵 是 A, 则 Per A 就 是 的 由 不 交 有 向 圈 组 成 的 生成 子 图 的 
+É. M D 是 一 个 2m 阶 的 简单 二 部 图 ， 4 = M ° 
XE BÆ m BA, MJ Per B NA D H I 因子 (完备 匹配 ) 
的 个 数 ( 见 (13]). | 
当然 , 对 mxn HJ (0, 1) EH A KR. (mS) A pea cm 
ij, Per A — O, ff 2 pa = m H ARAR sxt SFB, s+t = nl, 
(Bh Per 4> 0 HART 4 的 最 大 无 关 元 组 的 个 数 . 然而 ， 这 仅 
是 对 Per A 定义 的 另 一 种 描述 ， 也 是 Frobenius-Kénig 定理 (XE 
理 2.2.1) 的 等 价 命 题 ， 对 计算 上 并 没有 大 的 帮助 . 
于 是 ， 人 们 的 注意 力 转向 了 对 Per A 的 上 界 和 下 界 的 估 值 
k. | | 
我 们 仅 考虑 (o, 1) 矩阵 ， 下 面 是 关于 Per A 下 界 的 重要 结 
论 . | | 
定理 2.6.5 (Hall-Mann-Ryser Ii al) M 4 是 每 行 至 少 有 + 
个 1 的 mxn(0,1) NR, m < n, 则 
34t2 ml, Per A> tl/(t - m). 
At Sm H Per A>O BF, Per A> fl. | 
` dE HP Frobenius-Künig E (E38 2.2.1), MA m x n 
(0. ) BE A (m € n) 的 每 个 行 和 大 于 或 等 于 m. 则 Per A v 0. ( 
Per 4 —0, W A AN- TN (n— 5-1) 的 等 子 阵 ， 该 子 阵 至 少 
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f n-m-13l SMA!) 我 们 可 假设 对 一 切 满足 0<t<n 
tM, # Per A > 0. 

对 m H HAK | 

Ë m = 1, W| + > m H Per A= = tl/(t — m)! 
Hm > 1 BSN m 行 的 一 切 4, 定理 成 立 ， 因 Per 
A»0, AFA kx (n- ETI) TN. FRAMED kx n + 
BEDS k TEER. ARRET R, 1 < h < m-1, AAT 
ARER -R TENH Axn FR, H 4 置换 相 托 于 


h 
— . 
M {7 1? |, 266.11) 
/ 
HENN h 行 的 # 个 正 元 必 包 含 在 日 中 ， 于 是 B 的 每 行 至 少 
HN, H t <h<m-1. 此 外 


Per A= Per B. Per D > 0, 


故 | | | 
Per B 0 fll Per D > O. 
由 归纳 假设 Per B > u. FÆ 
Per A = Per B. Per D 
> t! Per D > fl. | 
E 4 不 是 置换 相 括 于 形 如 (2.6.11) HJER, M A 的 每 个 
kxn TE (1 < k < m —1) SA k + 1 个 非 零 询 ， 从 而 ， A 


的 每 个 kx (n ~ 1) 子 阵 至 少 有 天 个 非 替 列 ， 由 定理 224, 每 个 
(n- x (n — 1) +£ A(slt) 有 正 积 和 式 ， 此 外 ， Ade,) 的 每 行 
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至 少 有 t 一 1 个 I. 由 归纳 假设 
(t — 1)!, | 4t-t<m-1 

Per (4% 2 
| ic Jue - m), At- 12 1. 


[B3 Su H. 118m 1: 4 £ m Bf, ` 112 m —1. H 
K. At Sm 时 ， 有 . 


Per A = Lai Per (A(1|;)) 
j=l f 


> Y aj (t — 1)! 


j=l 


=(t— weve > tl, 
这 里 ， 用 到 E t. 同 理 ， 当 T m, A 
j=1 
Per A> Fest- DVG — m)! 


= ((¢- DYE — 3» | 


j=1 
> / (t- m). EE. 
“在 上 述 定理 中 , 我 们 用 到 了 一 个 必 不 可 少 的 条 件 Per A > 0. 
Hr AEST AE PE (Jr BE) 的 定义 和 Frobenius-Kónig 定理 ， 我 们 


容易 知道 : 对 于 完全 不 可 分 和 矩阵 ( 方 阵 )4， 必 有 Per 4 O. 于 
E 
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定理 2.6.6 (Minc (15]) K 4 BMH AAA n Bt O, 1) 
矩阵 ， 则 | 
| Per A > o(A) - 2n +2, (2.6.12) 


其 中 c(4) 表示 4 的 一 切 元 素 之 和 . 
证 我 们 先 对 几乎 可 分 (0, 1) N A, EH (2.6.12) K. 对 nn 
做 归纳 法 . 
| EinzlH, (2612) BÆRE. 
BF n- 1, (2.6.12) RE- 对 于 n MEDEA 由 定 
EH 2.5.8, 可 设 


这 里 ， B 是 m 阶 几 乎 可 分 降 ， 1 <m<n-1, F, AR A 
会 一 个 1. 由 归纳 假设 ， 并 注意 到 (用 定理 2.2.3 及 定理 2.3.5): 
n Wr (0, 1) 矩阵 是 完全 不 可 分 的 当 且 仅 当 


Per A(ij) > i, j = 1, 2, n, (2.6.13) 
.我 们 可 得 
Per A > Per BTI > c(B) - 2m + 1 ` 
= o(A) - 2n + 2. | 
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于 是 ， 当 4 是 几乎 可 分 时 ， (2.612) 成 立 ， | 
NR 4 不 是 几乎 可 分 ， 因 A 是 完全 不 可 分 ， 故 存在 一 个 

n Bt (0, 1) PE C, 使 得 A - C 是 一 个 几乎 可 分 的 (0, 1) 矩阵 ， 应 

用 (2.6.13) 于 A $31 (2.6.12) 于 A— C, E 


Per A > Per (A- C) T o(C) > A- C) 2 ＋ 2-- e(C) 
= (A) In 4 2. 证 毕 


K 26.7 BARRA n ARRIER, 它 的 
RAE o(A), Ri 


Per A 2 o(a) = — 2n +2. (2.6.14) 


证 E AK 00, K. BEA 2.6.6, 命题 得 证 . K À 
的 某 个 元 as>1, 又 已 是 从 4 的 元 素 a MA 1 所 得 到 的 矩阵 . 对 
矩阵 的 元 素 之 和 作 归纳 法 ,可 得 | | 


Per A = Per B+ Per A(r|s) > (B) -2n ＋ 2-1 
OA) - 2n + 2. | 证 毕 ， 


Anz 2, (2.6.14) 的 等 式 成 立 当 且 仅 当 A 置换 相抵 于 | 
FA n Br iB F | 


其 中 4s K (n — p) x (p+ 3) ARAM. O< p< n-1. 
AT 和 Ay 454116 34 N (0, 1) EBE, H 4 的 完全 不 可 分 
性 可 推导 出 AT 和 Ag 是 树 图 的 关联 矩阵 (N. Brualdi 和 Gibson . 
1977 B6p. 
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1972 F., Gibson 对 (2.6.12) 的 下 界 作 了 改进 ， 得 到 了 
EE 2.6.8 (Gibson 17) 设 4 是 每 行 至 少 有 t+ 个 1 的 
阶 完全 不 可 分 (0, 1) E WH | 
Per A > 4) — 2n +2 + D — 1) 
i=l 
Per A 的 上 界 ， 一 个 重要 的 结果 是 利用 和 矩阵 4 行 和 的 估 . 
值 ， 这 是 由 Minc [18] 在 1963 年 提出 猜想 ， 由 Bregman [19] 在 
1973 年 给 出 了 完全 的 证 明 . 
KN Bregman 定理 之 前 ， 我 们 先 证 明 两 个 引 理 
Mr. E n MER 4 = (au) Ni MTA, i= 152, 
引 理 2.6.9 ti. ta 是 非 负 实数 , n 


(z » y^ < Tre. (2.6.15) 


k=1 


此 处 约定 0° = 1. 
证 由 函数 zlogz BJ Ë, 可 知 


G Ys) log (= Se) < 185 logta» 


FR | mE 
log (- W. wass S log II 7 
k=1 _ o k=1 . 

便 得 (2.6.15). 证 毕 7 

引 理 2.6.10 K A — (aj) Æ n Br (o, 1) ERF, Per A >O, 

S 是 对 应 于 A 的 正 对 角 线 的 置换 的 集合 . BD c € S 当 且 仅 当 
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Tie, = 1, N 
41 


II II (Per A(ijk)** (A(ük)) 


| i=laq=1 
-= I Í] P= G f (2.6.16) 
| ces l I 
A | | 
| Il?" ^» ILII». (2.6.17) 
i=1 ot iml: ` 


”证 HAZ n k, 在 (2.6.16) 的 左边 因子 Per (4(ijk)) 
的 个 数 当 aa = 1 时 是 Per (A(ilk)), KKR 0. 而 在 (2.6.16) 右 
边 因子 Per (AGIR) 的 个 数 等 于 S 中 满足 ci = k 的 置换 o 的 个 
数 ， 这 个 数 ， 当 au = 1 时 是 Per AGE), M E aa = 0 时 ， 是 0. 

B. NM ES i (2.6.17) 式 两 边 因子 ri 的 个 数 都 是 Per 
A, EEE. | | 

下 面 的 定理 , 我 们 采用 Schrijver ((20]) 所 提供 的 证 明 方 法 ， 

定理 2.6.11 (Minc-Bregman) H A= (ay) EIMA 7a, 
Tn li nx n(0,1) , W 


ü Per A < HI ` (2.6.18) 


t=1 
证 对 m 作 归纳 法 由 引 理 2.6.9 


(Per AP” A = T] (Per Ar- 


ízl 


= Il (Daker Ali 58 ar Per Alik) 


i=] kaj 
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< Il (z ^ TT (Per AGIR)" AGI), 


i-1 k . 
bal ml 


由 引 理 2.6.10 


(Per “a Ax II (II-) nce Addo). 


ves i=1 ixl 


现 对 每 个 4(ijo;) BUBBLE 
[I Per soo <TH II r; m | 


izl i-1 iA 
aye 80 ` 


x| HI 65 caen] 


ajam . 


HH H nnm x H q. yes): 
IICII %)) II e re) 


jal tay 
. 28 


La 


= II" n- rr. . (r; — 1)! -e 


上 述 第 一 个 等 式 是 交换 乘法 次 序 的 结果 ,第 二 个 等 式 是 由 计算 
因子 wp/ 和 因子 (ry — 19/670 的 个 数 得 到 的 .显然 ， 对 因 
REM o AG, LZ j M aj = 0 的 i 的 个 数 是 一 rj, ME 
ix ias = 工 的 ;的 个 数 是 二 -1( 因 jc = 1) 因此 
(Per A)"P ^ < TT (REO eoo x (rj 一 »)) 
- ES 


iml 


he) 


ges t=! 
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(H %%)“, 


ixl 


| m (2.6.18) K. IEE 
- ”运用 定理 2.6.11 Foregger 得 到 了 完全 不 可 分 的 非 负 整数 和 
阵 积 和 式 的 一 个 上 界 . 
在 叙述 Foregger 的 结果 之 前 ， 我 们 先 证 明 下 列 | 
引 理 2.6.12 F A= (au) Bn 阶 完全 不 可 分 的 非 负 整数 . 
矩阵 (n > 2). 则 存在 一 个 整数 7 > 0 和 一 个 阶 完全 不 可 分 
. (0, 1) 矩阵 B, LESE 使 得 


Per A < 2/ Per B — (2 — 1), (2.6.19) 


这 里 o(A) ) = š. | | 
证 * 4 是 一 一 个 (0, 1) 矩阵， M| B = À É J =, 满足 
(2.6.19). p 
现 设 4 存在 一 个 元 a, a., 2 2. 水 是 把 4 的 元 m, REL 
得 到 的 矩阵 ， 因 为 4 是 完全 不 可 分 且 n > 2, 故 存 在 一 个 整数 
ta 使 得 ore> 1. 把 A 按 第 > 行 作 Laplace 展开 得 ” | 


ber A= oaa Per (Ale) 


kzl 
> as, Per (al cli) + ue Per (A(rlt) 


2 2Per (A(r|s)) + 1. 


于 是 : | AMEN 
Per (Alri) s ETAU, ' (620) 
x | ä 
| Per A = Per A’ + Per (A(r|s)) | Q621) 
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E (2.6.20) 和 (2.6.21) f 
| PerA<2Per A'-1 (26.22) 
2, 对 于 和 $ (au -1 T 2 2, 1—1,2, „n, - 1, 2, u) 
作 归 纳 法 便 可 完成 引 理 的 证 明 ， 证 毕 ， 


定理 2.6.13 (Foregger zi) K A 是 一 个 = 阶 完全 不 可 分 
的 非 负 整数 矩阵 ， 它 的 元 素 的 和 为 ofA), W| 


Per A < 27(4)-3 + J. . (26.23) 


WE Kn =I, 不等式 (2.6.23) 成 立 . 

NK n> 2 f n 作 归 纳 法 . 车 4 (0, 1) HH A 
的 每 行 的 行 和 r, > 3, 则 由 (2.6.28) 式 可 推导 出 (2.6.23) MT. 

ARE 4 是 一 个 (0, 1) 阵 且 至 少 有 一 行 的 行 和 等 于 2. 不 失 
一 般 性 ， 设 4 的 第 一 行 是 1,0,..,0. 于 是 


Per A = Per (A(1[1)) + Per (A(1]2)) = Per 4. 


这 里 A 是 把 4 的 第 1 列 加 到 第 2 WE, REMES 1 行 第 1 
列 所 得 到 的 矩阵 ， A 是 完全 不 可 分 的 且 „() ) -2. 由 
归纳 假设 ， 得 


Per A= Per A < 25 e +1 


”车 4 至 少 有 1 个 元 大 于 1, WER B 和 整数 ; 满足 引 理 
2.6.12 的 条 件 ， 应 用 上 述 已 证 明 的 对 于 完全 不 可 分 (0, 1) 矩阵 
BWAR A 


Per A < per B ~ (X — 1) 
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(aig mm 1) i) 


= ? i. 


gae. EK. 

| 在 定理 2613 的 证 明 中 ， 车 A 是 所 有 行 和 至 少 等 于 : 3 的 
完全 不 可 分 (0, 1) 矩阵 ， 则 (2.6.23) 可 由 (2.6.18) H. & 
行 和 等 于 2, M (2.6.23) 是 比 (2.6.18) 更 好 的 界 ， 例 如 


1 0 1 0 
1 1 0 1 


A=| ` „ 
0110 


\o011 


` 则 Per A = 3 E. (2.6.23) 得 到 Per A < 3. 但 由 (2.6.18) 得 到 Per 
A < 23/231/5 = 4.079. . FAN (2.8.23) 对 非 负 整数 矩阵 成 立 . 
但 (2.6.18) Æ A 不 是 (0, 1) 矩阵 时 不 一 定 成 立 . 
KEA (L 82.4) 一 个 有 全 支撑 的 和 矩阵 置换 相抵 于 上 个 完 
全 不 可 分 矩阵 子 块 的 直 和 ， 定理 2.6. 13 的 条 件 可 以 用 “全 支撑 ” 
的 条 件 代替 . 于 是 有 | 
定理 2.6.14 (Brualdi, Gibson [16])) K A 是 一 ever” 
的 n DYE SME, + 是 4 的 完全 不 可 分 子 块 的 个 数 ， 则 


Per A S -. (2.6.24) 
”证 不 失 一 般 性 ， 设 
A= AitAgt tt +A, 
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这 里 Ay 是 2 1 BEES AAT AERE G 1.2 , ). 我 们 有 


Per A= || Per Al. 
imi 
如 果 对 于 某 个 i, H n. = 1 H 4; = (i), N 则 2 (40-21 -1 
H Per Ai = 1. 由 此 ， 我 们 可 以 假设 o(A;) —2n > 0 (i = 
1, 2, „, t). 如 果 对 于 某 个 i 有 ni = LM A = (2), RJ 274i- = 
2 M Per A. 2. HK, 可 以 设 o(A;) -2n; > 1, i 1,2, f. H 
E 2.8.13, 得 | | 


Per A= II Per A; < Iove" 41) 
iml 


« 207. (A. )- 2) ＋T—1 +1 
= 2A) 1 +1 < go(A)—ant+t IE. 


1984 年 Donald & (22) 再 次 改进 了 (2.6. 2) K, ERT: 
. = n n RESORTS SE f SEE A 有 行 和 on 和 列 和 
ttn, LI 


| Per A < 1+ min { [Te - 1), IIb. v). 
1 1 


对 于 Per A 的 上 界 , 近年 来 . 还 有 下 面 一 些 进 一 步 的 结果 ， 
Brualdi 等 考虑 了 在 (0, 1) 矩阵 4 的 1( 或 0) 个 数 在 一 定 范 
图 内 ， Per 4 HN. EA. 

N & u N (0, 1 K 4 9 1 的 个 数 了 是 堆 的 个 数 

(r= nt 0,0 < r xn?) R Um,7) RAB r Do ff n R (o 

1) 阵 的 集合 


u(n,r) = max{Per A: A EMU(n,7)}. 
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BR, dr» La Bann) = 0, 于 是 仅 需 考察 7 < - n Hi 
mx. | f 
定理 2.6.15 (23) ËA Æ n, 0 m k. T€n!-n, 
E | E 
Per A < (PHA (e „Hh mem, —. (2.6.25) 
"TT B: o -2n?-T. | 
”在 证 明 上 述 定理 前 ， mr] 
2616 K m fte mo2Ht21 X 


-D (ml) > (m+) ((m — 2) 91. (14.26) 


证 N22 
H ` | 
* > (k - 1)(k +1) 
得 
. khai) > * _ 1)(k + 1j&*-». 
于 是 f E 
k(k+2)(k—1) (k + 1D {k 一 1)? m f uu 
(* — N > (2.6.27) 
a U DI (k+ pie — > 
Ha men a(k- Ter -5 > 3 1 | 
f 


en > (s + 174-905 — 1). | (2.6.28) 


FB ot? (0-1)? & (2.6.28) 两 边 且 两 边 再 做 1/s(s 一 1)(s+1) 
XRH, 8 | 


(s1)?/* > (s — 1)! -D + nye 
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d (any > : d (e — 1957 670 (a + yen, 
便 得 (2.6.26). 证 毕 . 

现在 ， 我 们 证 明定 理 2.6.15. 

iE 由 引 理 2.6.16 ^n 


mos (Ieri ir BERR, One 


izi - 
在 下 列 条 件 下 可 以 达到 ä 
Kg HNr. BF ,b NT 1, 这 里 
a Tb n f f 
U o f ^ (2.6.29) 
| ar+b(r+1)=co | 


(2.6.29) 的 唯一 解 是 


a=nr+n -o 
b= c ~nr. 
于 是 ， 从 Bregman 不 等 式 (定理 2.6.11) 得 ` 


wry) = max(Per A : AEU(n,7)} E 


< max { He r. 为 II n di 


iæj 


= D (e DeD, ` E 


(2.6.25) 的 界 有 时 是 可 以 达到 的 . pim, 设 a= (nr +n — or 
fl b = (o- nr) / (r +1), a,b MM. & À = ALAS 这 里 A, JE a 
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COR GL 的 直 和 ， hz K 5 T Ja HH. M A e ln, 1) ËB Per 
A = (rr Ye. 因而 ， 定 理 2.6.15 的 等 式 成 立 ， 可见 ， 当 
ob 是 整数 时 ， uir) 有 显 估计 式 (r %% . 

用 数字 归纳 法 等 技巧 ， 还 可 以 证 明 下 列 结 果 - 

定理 2.6.17 (3) Na, EERE n>3, 17 —2n S1 S 
n? n, N . 
| uln, 7) = 217» . 
HSO. 

A e, BATT 2617 的 集合 


{A € u(n,r) :Per A= p(n, r) = 21%) 
( 见 pap. | 
$2.7 ”具有 一 定 行 和 ， 列 和 向 量 的 
| (0, 1) 矩阵 类 
Wm Nu REBM, R= (ro ra) MS = (51s Sn) 


AER BM MI. U(R,S) ARME FAREN m x n fr " 1) 
矩阵 A= (ais) 的 集合 . / 


ent i=l, 


j=1: 


Š = 33, j= 1,2. 
i-i 


即 UCR, S) 是 具有 行 和 向 量 R Hi E S fll m x n BF (0, 1) 
矩阵 的 集合 . | 
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从 20 世纪 50 年 代 开 始 ， H. J. Ryser, D. R. Fulkerson N 
学 家 对 矩阵 类 US) 进行 了 研究 。 U(R, 5) 的 存在 性 ， 结 构 
和 计数 ， 一 直 是 组 合 箱 阵 理论 的 重要 课题 ， | 

如 果 我 们 把 矩阵 的 行 和 列 分 别 看 作 二 部 图 的 两 个 顶点 集 ， 
BI LR, 5) 存在 问题 的 一 个 明显 的 图 论 意义 是 :给 定 尽 = Ci 
m) RIS (ns 88), 在 什么 条 件 下 ， 有 一 个 二 部 图 G = (x, 
Y; E 存在 ， 使 六 是 顶点 z € X 的 次 数 ，i= 1， Wi s; 是 
顶点 WEY BKM j=1, n f f 

当然 , 我 们 还 可 以 给 出 其 它 的 组 合 解析 . 例如 , RISE n > 
0 二 > 0, j 1. , n. ERAT 存在 两 个 分 划 


T= RO. UE. = Gi U- U Ga, 


其中 IRI en |G; = sp [RNG = 0 N . u 
Lenn, NERE : I 
A = (au) € AR, S), 


其 中 au = |Fin Gil. 反 过 来 ， 由 UR,5) 的 一 个 矩阵 ， 也 可 相 
应 地 确定 了 的 两 个 分 划 ， 使 它们 的 各 部 分 分 别 是 已 和 3 MA 
EK. BAIT MAUR S) 中 1 的 总 数 、 M 

首先 ， 我 们 考虑 UCR, SY 的 存在 性 ， 19574 Gaje[24] 和 
Ryser [25] 分 别 独 立地 得 到 了 LR, S) 非 空 的 充分 必要 条 件 . 在 
证 明 这 一 结果 之 前 ， 我 们 先 引 入 两 个 必要 的 概念 


车 = 维 行 向 是 
é; — (1, 1, .. "4 1,0,- M ,0), (i = 1,2, ... m), 


JU 6 的 前 rr 个 分 量 是 1, 其 余 是 0, M A MHM. E 
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称 为 具有 行 和 向 量 R = (ri, ra) REM. MAH A 
的 列 和 向 量 记 为 了 = (i ,). 易 见 ， 给 定 尺 的 m x K 
上 矩阵 的 列 向 量 是 唯一 确定 的 ， 记 这 个 矩阵 为 A(R n). 我 们 可 以 
HR BERMAN S. 

T 21 sgn [max(ri-j--1,0], 184 Sn. (2.7.1) 
事实 上 ， x r. > J I, Rl r; 2 J. 在 计算 2, Bt, A BUSS i FT 4. 
贡献 一 个 1 这 时 | 


1 = sim (ri — j + 1) = sgn foax(rs — j + 1,0). 


#rSi-1 在 计算 下 M. A h FRN Nr. EM 


0 = aga (0) = sgn [max(r: =j + 1,0). 

更 直接 ， (2.7.1) 式 可 写成 可 = {i:r > pi = 1, mH j = 
1, N. B o 0. 

BH, WH ACU(R,S) 必 对 应 于 一 个 A(R, n), 这 种 对 应 
是 可 道 的 且 通过 移动 每 行 的 工 而 完成 . 一 个 自然 的 问题 是 : 对 
.于 一 个 AR), A fh 1 AB, RTOS. K 
之 , 不 是 任何 的 U(R,S) 中 的 元 , SMR LM A PUE. BZ, S 
要 满足 什么 条 件 ; 才能 通过 一 个 AU, n) 产生 一 个 A € , S 


147 


Bg ? 用 Gale 和 Ryser 的 研究 结果 表述 : 就 是 向 量 Š 必须 优 于 
S 向量， 

我 们 先 才 达 两 个 向 量 的 优 超 关系 . 

设 两 个 n AA WORT S = (s, 83, 3) MS = 
31 52 , zu), 其 中 ay >... > Sn; 51 83. 如 果 


81d sa + `` Ta SE T3 4 Ur 2, 


且 当 ;i = 时 ， 等 式 成 立 ， 称 为 向 量 S fl. T (majorized) 向 量 S, 
NR S BF & (be majorized), jut 


8458 或 Š> S. 


优 超 关系 满足 自 反 性 和 传递 性 ， 但 它 不 是 一 个 偏 序 关系 . AN 
向 量 不 是 单调 非 增 ,我 们 说 它们 的 优 超 关系 是 指 两 向 量 分 量 重 
新 排序 后 的 优 超 关 系 . | 

定理 2.7.1 (Gale Ryser) $ R = (i, rn) 和 5 = 
CEDE MMK MERE 
U(R, S) 非 空 的 充 要 条 件 是 


88. 


E n R., 都 是 单调 非 增 的 ， 因 为 否则 可 分 别 重 排 
RAS 的 各 分 量 的 次 序 ， 使 重 排 后 的 向 量 N 和 S 是 单调 非 
H, 于 是 对 A e, 8), 必 有 相应 的 m 阶 和 nn 阶 置换 阵 记 和 
, fi PA'Q e, S). 

”充分 性 是 下 一 定理 (定理 272) 的 推论 . 

必要 性 。 若 4e LR, S), MN N. 4 的 前 ; 列 元 素 之 和 

不 大 于 A(R,n) 的 前 j 列 元 素 之 和 ， 即 


8ieck8; S ee , 3121, n 
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A 
a | 61 1. +b, Ii I. BS. 
S . EK. 
Ryser 等 关于 上 述 定理 的 证 明 是 构造 性 的 (可 参见 [24], [28]), 
“但 不 能 对 UCR, S) 的 个 数 帮 出 估计 ， 1982 年 ， 魏 万 迪 ([26)) 引 
入 了 一 个 全 链 概念 , 从 而 导出 UR, S) 的 一 个 非 平凡 正 下 界 . 
定义 向 量 S' 到 向 量 5" 的 全 链 概 念 如 下 . | 
Ag S' = (1, 32. „ 6), s" = (1, %, „ an) 是 两 个 单调 
非 增 向 量 . 其 分 量 是 非 负 整数 , B 5” < Sr. XA EE sS A 
的 最 小 下 标 ， 4 是 使 一 st >0 的 最 大 下 标 ， 即 


H # ... all " H". " fis... " 
81283 -i 2 8,2 i 2 8442 8942 07 28 


4 4 -A ah = ñ > OBE HNTB 1) 令 
$9 = (P... 
人 
- > at, — s > 0 H URE 2) + 
s) = e.a, SD) 
" 


tot 1 Hog . 7 ! — "NC 
= (1: “Bl h Fas BAL BA T (% T Beh SAT 1 on) 


对 50 与 S' 作 比较 ,前 4 一 1 个 分 量 一 样 ， 仅 第 个 分 量 sh 


- 149 - 


[7 gto RAIL, 8 的 分 量 和 要 小 ， 若 上 > z >, UA A 
. MUR 
sü), x gt, 


对 S” 与 SO 比较 ， 若 取 前 个 分 量 ， 比 较 其 和 ， 当 k S 1 

时 ， 相 当 于 SY 与 S' HR, H A 个 分 量 有 关系 of > , 

因 第 和 个 分 量 D A, M 8 &, H S AS j 
S" 4 80) 4 g. 


但 sQ) 与 S" 之 相同 分 量 的 个 数 比 5" 与 S" 之 相同 分 量 的 个 数 
至 少 多 一 个 ， 于 是 ， 又 可 依 上 述 过 程 ， 由 SO 作出 SO), 使 有 
性 质 

8" < S90 < go, 


并 且 S 与 S” 的 对 应 相等 的 分 量 个 数 至 少 又 增加 一 个 ， 此 过 
程 继续 有 限 次 (至 多 n 次) 后 必 停止 ， 于 是 有 


S" = SU) 4 6-2) 4... SO) 
< SG) 4 80) = 9. (2.7.2) 
iiie (2.7.2) 为 由 5' BI 5" ' 的 全 链 ， 特别 地 ， 当 k = 0 Bf, 

= S", ‘ . 

APA AAEM, EARME S (, , a.) 和 5" =. 

el e, ei), S" < S. N KE A- ñ > 0 成 立 的 最 小 下 标 ， 

ud So) > 0 成立 的 最 大 下 标 ， 则 定义 这 两 个 向 量 的 一 个 
MER NE W 为 


f 8% By | 
Ww(S",s)-| . |. 
` min(a!, _ DT. EA 
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定理 2.7.2 M pe) K EHE F. K 5 , Ah 

E S 是 单调 非 增 ， 则 
. 5) E II w($5s9)z1 
: 0<i<k—1 : 

其 中 SO BSB S 的 全 链 中 除 SU = 8 以 外 的 全 部 向 量 ， 

iË (0, 1) 矩阵 4 = (a) 的 列 和 向 量 为 S, 行 和 向 量 
* R. N 8 为 上 述 全 链 中 的 向 量 ， 8, 8", 在 上 述 全 链 定义 
的 假设 下 考察 A 中 的 第 u A ARNT B (s, > s) 


, F 
Gip 0914 


了 
nu An 


TA, BY 中 至 少 有 4-522435 0,0) 的 行 . 又 B' 的 列 和 
VER (el, ) 在 上 述 全 链 定 义 中 构造 SG) 的 过 程 意味 着 在 A’ 中 
进行 变换 , 使 B' 中 某 些 原来 为 (1, 0) 的 行 改变 为 (0,1) 状 的 行 . 
对 应 于 S” 的 构造 方式 知 , 结果 是 使 B' 的 列 和 向 量 与 (at, ) 至 
少 有 一 个 对 应 分 量 相等 . 若 情形 (1), 变换 A- 个 (1, 0), K 
JÉ (2), 变换 si, — a" 个 (1,0). 于 是 把 min(s4 r of — 0) 个 形 如 
(1, 0) 的 行 改变 为 形 如 (0, 1) 的 行 。 不 同 变换 方法 有 WS", s?) 
个 . . 
设 由 了 到 5 的 全 链 是 


S0 = Ste-) 456-2 2 
4 SU) 4 s(0 = 5. 
而 具有 列 和 向 量 3 的 是 唯一 的 极 左 炬 阵 A. 对 应 于 到 50 的 
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变换 要 由 A 作出 其 有 列 和 向 量 SO 且 不 改变 其 行 和 向 量 的 矩 
BE AD, 由 上 面 证 明知 , 这 样 矩阵 AG) 的 个 数 至 少 是 W(S, Seo) 
+. | 
XH AY 出 发 , 得 出 具 列 和 向 量 SO) HER AG) 时 ， 
EPE ESO) 种 不 同 的 方式 得 出 至 少 W(S 50) 个 不 同 的 
AO), 
JR, BATRED I vis oeh 个 不 同 的 和 只有 


BH. 列 和 向 量 R, S 的 矩阵 A = ai, 证 毕 . 
从 下 列 例 子 ， 我 们 考 娩 如 何 运 用 定理 2.7.2 R ER, S) 的 
FZ. 


9i ‘ 

R= (7,5, 5, 4,4, 3, 2,2, 1} 
S = (7,6,4,4,4,4, 4), 

易 得 | 

Š = (9,8, 6, 5, 3, 1, 1). 
易 检验 
| 8 < Š. 
下 面 得 出 由 到 5 E 


SO) = 8 = (9,8,6,5,3,1,1) 
W(S, 8) = (2) 
(Xt AR 8, TI 5, = 5, EA = 3, Bu" = 4, * =4) 


S) (9864411) ^ W(S, 8) = () 
s) = (9,8,4,4,4,3,1) W(S, gy = (5 
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St) = (9,7,4,4,4,4,1) W(S, $9) = (i) 
i s@ = (9, 6, 4, 4, 4, 4, 2) W(S, se) = (2) 
800 = § = (7,6,4,4,4,4,4) 


由 定理 2.7.2 


wasis OOOO- 


由 定理 2.7.2, 我 们 不 难得 到 
N 2.7.3 43 R= 8 = k, k,e, K), N24 k|n ih] 
| — | 


R, 5) > (a/. 


1984 ETI KR ([27]) H T PAP ERE (ma jorized) 向 量 间 极 
ANLXERZBURI Nr, MMM ASA IET EA 
细 的 研究 ， 改 进 了 定理 2.7.2 所 给 出 的 下 界 - 

在 定理 2.7.2 的 证 明 中 ， 我 们 把 矩阵 中 的 两 列 的 (1, 0) 换 
为 (0, 1), 这 是 不 改变 矩阵 行 和 的 一 HER. K AeU(R, 5), 考 
E A 的 如 下 二 阶 子 方 阵 


把 4 PRAEH AM A2) 的 子 方 阵 换 成 AR A1) 同时 不 改 
动 生 的 所 有 其 它 元 素 的 变换 称 为 4 的 对 换 . 显然 4 经 过 一 次 
对 换 后 仍 属于 UR, S). 下 面 的 定理 表明 ， 在 ZR. S) 中 的 任 两 
个 矩阵 者 可 通过 对 换 从 一 个 变 成 另 一 个 ， 

定理 2.7.4 (Ryser [25}) W A, 4 SLR, S), 则 可 经 过 有 限 
次 对 换 把 4 BERR A. 
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证 Wi R 5 S MAP UB. 我 们 对 向 量 S 的 维 
数 作 归纳 法 ， n = 1 是 平凡 情形 ， 结 论 显 然 成 立 ， 设 结论 对 
n - 1 NL (n > 1), A= (aij), A’ = (a) A m x n BY (0, 1) 
BE. AR ET JE — I| Er RE BJ ME BP 


J 
ain Fin 


M(A, A’) = 
ann Tan 


该 矩阵 的 行 只 有 4 种 类型 (1, 0) (0, 1) (0,0) (1, 1). BAA’ 
的 列 和 相同 ， 故 形 如 (1, 0), (0, 1) 的 行 必 成 对 出 现 ， 考 虑 下 列 
两 种 情形 : 

(1) 4 M(A, A") HA (l, 1) (0,0) ff, WH 


, 
- Qin Bin 


amn Amn 
4 


(2) 3$ (A. A") 中 有 (1,0) (0, 1) 行 ， 记 了 := JA, A) 是 
M(A, A") PAA (0, 1) 或 (1, 0) 的 行 的 最 小 行 序 数 .不妨 设 这 
Æ j, E (tjata) = (0,1). 

由 j 的 最 小 性 知 ， 在 {einlj +1 Si S n) 中 至 少 有 1 个 
Bom = 1,j+1 < b Sn. XH a, = 1, 故 知 在 4 的 辣 一 行 的 
元 ajnajn tjn 中 ， 至 少 有 一 个 是 1, 记 其 中 为 1 的 元 素 是 
4111, 4% 2,045, KN 1 S Ag rj. f 

又 由 RAPPER r; > rx 但 aj = 0 am = 1, K 
Oki, aki, Oni, 中 至 少 有 一 个 是 0, FM au, = 0, 于 是 A 中 
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-存在 一 个 二 阶 子 方 阵 ， 形 如 


aii, Qin 1 0 : 
= . 5 
Okin kn I 0 1 _ 


对 此 子 方 阵 作 一 次 对 换 后 ， 由 4 得 到 一 一 个 新 的 矩阵 A) e UCR, 
8), 
„, A) 2341 = J(AA') +1. 

如 此 , f Ar N (4,49 可 经 过 一 次 对 换 ， 得 到 一 对 新 矩阵 从 | 
(Ar, 41) JERUR — PHAR FL CRI ICE (A, A) 多 1. 依 此 类 推 ， 
至 多 经 m 次 对 换 ， 即 得 出 一 对 最 后 一 列 全 辐 的 矩阵 偶 ， 即 由 
A 经 有 限 次 对 换 后 可 得 到 A 有 全 同 的 最 后 一 列 的 矩阵 A, 把 
ÄRA 的 最 后 一 列 去 掉 ， 得 到 具有 (n 一 1) 列 的 有 同行 同 列 向 
量 的 两 个 矩阵 ,由 归纳 假设 它们 可 经 有 限 次 对 换 互 化 , M A 和 
A 也 可 经 有 限 次 对 换 互 化 ， 证 毕 ， | 

由 定理 2.7.4 不 难得 到 

R275 KR, S) 的 最 小 项 秩 和 最 大 项 秩 分 别 为 志和 
e, 则 对 区 间 他, 可 的 任 一 整数 o, DAT A C U, 5), N pa = p. 

E AR UCR, S) 中 的 矩阵 每 进行 一 次 对 换 ， 其 项 秩 至 多 
增 减 1, 故 从 项 秩 为 亡 的 矩阵 经 过 一 系列 对 换 变 成 项 秩 为 p 的 
过 程 中 ， 必 遗 历 从 5 到 5 的 所 有 整数 .证 毕 ， | 

WX E. NI WHT HEM UR, S), LBS R AS 
是 单调 非 增 的 情形 ， 这 种 情形 的 非 空 类 ZK(R, S) 常 称 为 规范 矩 
N LR, 8). 

A= (au) € MH R, S), 元 素 oy = 1 经 任意 的 对 换 
都 不 能 把 它 变 成 0, 则 asy = LOS 4 的 恒 1( 或 不 变量 1). 由 定 
2 2.7.4 K. H AREN MR, S) 的 每 个 矩阵 都 有 恒 1. 于 是 
KR S) & AVETE 1 和 无 恒 1 H xx CHANPA 


Er 


定理 2.7.6 。 规范 类 U(R,3) HH 的 条 件 是 : u(R, 9 
任 一 个 矩阵 4 都 可 表 为 


A- , | (2.7.3) 


* Ü 


这 里 J 是 元 素 全 是 1 的 exy AH (0 < e S m; 0 < f < n), Ho 
WERTE, EA e f 不 一 定 礁 一 的 ， 但 它们 都 由 行 和 向 量 R 
与 列 和 向 量 S 所 确定 ， 并 与 4 E U 中 的 选取 无 关 . 
证 FURS) 中 任 一 矩阵 4 均 可 写成 (2.7.3) Ex, E 
RI 中 的 每 个 元 均 是 恒 1. 充分 性 得 证 . 
BAAR U HE 1, R oy 是 一 maL 它 使 e+ f 达到 最 
X. WU 中 的 任 一 矩阵 A, 18 


{wx 
A= ， (2.7.4) 
Y 2 


Xd W ex f REB, 由 W 必 等 于 J, 且 WW 的 全 部 元 束 都 是 
恒 1 SE W 中 有 0 元， 由 的 规范 性 ， 至 多 经 两 次 对 换 便 
可 把 Ges 变 为 0. 

我 们 往 证 2 =, H e + f 最 大 ， 可 以 在 M 中 取 一 个 A, 
使 4 成 (2.7.4) 的 形式 且 在 X 的 第 1 列 上 有 0 (A H e H 
f +1 列 元 素 必 是 0). RH, FET M f Hh 1, 至 多 经 
过 一 次 对 换 ， 可 使 此 1 在 Z 的 第 一 列 ， 于 是 可 假设 @:f41 = 1, 
StS m. 由 此 ， 可 推 知 Y 的 第 上 t 行 全 BM, BY 的 第 
t 行 有 一 个 0, 则 可 用 对 换 (用 df i = 0, 4 = 0) 改变 多 中 
的 恒 1. 由 此 ， 我 们 证 得 Y 的 第 + 行 的 所 有 1 都 是 恒 1, 这 便 与 
e+ 了 # 的 最 大 性 了 矛盾， 于 是 ， 2 = 0. 4 如 (2.7.3) N. K U 的 
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每 个 矩阵 都 有 (2.7.3) EAN. KUE 
上 而 定理， 有 很 多 应 用 ， 例 如 ， 我 们 可 以 进一步 研究 出 
UCR, S) 中 的 矩阵 的 二 性 组 合 形式 所 形成 的 格 结构 lattice) 


£(R, S) := DAA. e 4(R, S), 
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s E Z. 11.2, 1. 


可 参见 [28]). 

利用 万 宏 辉 所 提出 的 极 小 保 优 对 应 段 和 分 解 列 的 概念 ,可 
以 解决 (R, S) chf 1 的 分 布 和 计数 问题 (277). | 

关于 矩阵 类 URS) 的 研究 从 本 世纪 中 开始 ， 现 在 正方 
兴 未 艾 ， 一 个 值得 注意 的 工作 是 ， 王 伯 英 (1987, [29]) 用 二 进 
位 制 的 技巧 给 出 了 ER, S) 的 一 个 精确 表达 式 ， 我 们 用 Ik) 
RREREE 人 一 592 进位 时 .1 的 个 数 . AS p BR 
R = ri, re 中 分 量 1 的 个 数 ， 0,1. . n. 对 于 S = 
" 544) d a; = oj pn, Pm lun 则 有 

定理 2.7.7 { 王 伯 英 ， 200 

Tijk 
men- y T H las) 


tieso 1.1 hot 
其 中 nuy, mas 是 pop; A to, fh f M., HIT TESI 
mall = pb f | 
| ds 7 #i+j—n 810 < ij 不 同时 为 2), 
“mijn = 0 Sii | | 
nize, Æ Ik) <i+jÀ mn. 


. 157 ， 


n pt 7 m. hpi Bk WAR (j > 1), 
“| 61 6-922 


365055 
. 4212/77 


miji = Qj 一 > »» Mix; 


i=2 kel 


# k ABR, 


kale 2134 jl 


BR, LRARHB RMS 一 个 复杂 的 函数 ， 但 对 较 小 
的 ,可 以 得 到 简洁 的 表达 式 . 

| 27.8 

4n=3 时 ， 


. wf P p.) ($m — 41 + 2t 
un sir C 0625) 

4 n=2 Hf, 

) _ {Pi 
ues = () 

* TR, S) 研究 前 问题 ,方法 和 现状 , TEIR. A. Brualdi 

的 长 篇 综述 [30]. 
$2.8  BEELAE RS MAPLE 


作为 Konig 定理 的 应 用 ,我们 考察 随机 矩阵 的 组 合 性 质 - 
定义 GEHT) ”一 个 非 负 方 阵 称 为 随机 Oh) 阵 ， 如 果 
它 的 每 一 行 上 元 素 之 和 都 是 L | | 

随机 矩阵 在 有 限 齐 次 马尔 柯 夫 链 理论 中 有 着 重要 的 应 用 ， 
TAANE n 个 状态 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 . 
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RERAAA n EROR IS 5,5. , S. SEM ij = 
2 , 此 过 程 从 状态 i 移 到 状态 j 的 概率 py 与 时 间 无 关 ( 即 
FKE) 称 为 一 个 有 限 齐 次 马尔 柯 夫 链 . | 
记 此 系统 在 时 刻 上 处 于 状态 S; A (P, xo, 
Sonar 6-129) 


则 下 一 个 时 刻 t+ 1 处 于 状态 S; 的 概率 等 于 》 nn, m FE 


$=1 
Sı S2 8. 87 Sa 
1 j I - 


=1 


en P > ene Ocho. Sa ay Y: nina Or- 
inl m j=1 
= 11 = att) = 0 = 了 ft = 10 71 -1 


4 nl) = (nf? 40, . n), P = (py), WH 


1 u) 一 gl) . = gO prr 10,1, 2). 


n HAK P = (p) 是 一 个 随机 方 阵 ， 称 为 这 个 齐 次 马尔 
柯 夫 链 的 转移 矩阵 ， 一 个 有 限 齐 次 马尔 柯 夫 链 被 它 的 转移 矩阵 
完全 决定 ， 反 之 ， 转 移 矩 隆 被 它 所 属 的 链 完 全 决定 ， 这 类 似 于 
有 向 图 与 它 的 邻接 和 矩阵 的 关系 ， 

对 于 随机 和 矩阵， 容易 得 到 下 列 性 质 . 

定理 .2.8.1 4 K n BMH f 

(1) 当 且 仅 当 AJ = 7, J Ë n Ër 1 Ak. 

(2) 当 且 仅 当 e = (1,1,---,1)7 是 对 应 4 的 最 大 特征 值 1 的 
一 个 特征 向 量 . | 
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证 由 随机 和 矩阵 的 定义 ， 显 见 QD). 

(2) He HA FREE 48 Ay 1 的 特征 向 量 ， 由 4e =e, 知 4 
是 随机 方 阵 ， 充 分 性 得 证 . 

要 证 明 必 要 性 ， 只 须 证 4 的 特征 根 的 最 大 模 p(A) = 1. 

对 任 一 正 向 量 X = = (zi * „n); GA= (a3) FHN. 

id Y = diag {z1 . . n), 则 Y- IAY = (a. jr /:) Hg i i 


之 和 记 作 — 人 , 这 里 (AX); = = Dawes A FIA 5 A 相似 ， 


BRAKE, ign. 用 不 可 的 阵 的 行 和 对 pA) Ef 
的 结论 ， 有 | 


ai, VD «sorta = ve 5 gr, e (28.1) 
对 一 般 的 非 负 阵 ， 令 4e = Atel,c>0 MA 
min < z zx < A.) < max Lež), 
enom | | 
min (xx < P(A) < maß v (nx 12.8.2) 
„ < 1818. p - =L. (2.8.3) 
于 是 = p(A) = 1. | 证 毕 . 


由 上 述 证 明 ， an TF RAERIM 一 般 非 负 和 矩阵 - 
适用 的 结论 (2.8.1) 和 (2.8.2). 根据 (2.8.3), 易 见 ， 随 机 矩阵 的 任 
一 特征 值 的 模 都 不 大 于 1, 由 上 述 定理 ， 易 得 0 

系 2.8.2 ”随机 矩阵 的 乘积 是 随机 的 

WE AB AIK, MI 


AJ = BJ = J. 
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于 是 (ABJ = A(BJ) = AJ J. TEE. 

结论 对 任意 个 随机 阵 也 成 立 . E 

| 一 个 非 负 方 阵 称 为 双 随 机 的 ， 如 果 它 的 每 个 行 和 与 列 和 都 
E 1. 
SALEEM LAS. 我 们 从 
一 个 有 趣 的 数学 竞赛 题 谈 起 . 

.问题 1 ”若干 个 小 孩 围 在 圆 泉 而 坐 ， 每 人 手中 有 偶数 块 
. F FNF Nin: 

(1) 每 个 小 孩 把 手中 的 糖 的 一 半分 给 右 邻 的 小 孩 

. (2) 着 某 一 小 孩 手中 的 糖 变 成 奇数 块 ， 则 向 老师 多 要 -一 块 
m. 

Kik. 经 过 有 限 次 调整 后 ， Me # 


©- 020-0 
Q-O-O-O 


“ 我 们 把 问题 从 离 艇 的 形式 变 为 连续 的 形式 ， 即 把 小 孩 手中 
的 糖 块 变 为 砂 精 ， 于 是 就 不 存在 奇 、 偶 性 及 整除 性 的 问题 . 于 
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是 问题 转化 为 问题 2. 

问题 2 SFB, AT AWT 我 
们 称 为 一 次 调整 是 把 每 人 手中 的 砂糖 分 一 半 给 右 邻 . 求证 : 经 
过 不 断 调整 ， 所 有 小 孩 手中 的 砂糖 (重量 ) 一 样 多 . 
”在 小 孩 个 数 不 多 的 情形 下 ， 我 们 看 如 何 用 极限 的 方法 解决 
. 

不 妨 设 3 个 小 孩 手 中 的 砂 精 的 初始 重量 为 ao = a, by = 
b, co = c, 经 过 第 i 次 调整 后 ， 他 们 手中 的 糖 的 量 分 别 是 at, 
bi, c(i = 0, 1, . ). 

我 们 将 证 明 : 


lim an = lim b, = lim e, = (a + b + c)/3. 
7-60 人 一 OO noo 


由 调整 法 则 ， 
— 加 -1 十 cn-1 
2 
bn = — 7 f n= 1, 2,3, 
— an- 1 + b. 
— 2 
于 是 on 十 如 十 cn = as i tb ire La =: = ao Tb f = abe. 


Tb 
> 4 2 2 1 于 是 
+ d- ani + bn t cn-1— an1 -d 


1 
= — 一 -一 人 — 4 2 (0-1 - d). 
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对 于 一 般 情 形 ， 即 n 个 小 孩 的 情形 ， 我 们 把 每 次 调整 对 应 
F- Nef E EE 


> 881 
Mi 81 
tl = 


A= : . (2.8.4) 


N| = 
c 
= 81 
NI INI = 


设 每 个 小 孩 最 初 手中 的 精 重 是 Tl TI Zn, + X = (41,22, 
Ea) 于 是 ， 第 一 次 调整 ， 便 是 


zı ＋ r IT2 十 23 muy 
2 ' ; 


AX = ( 2 2 


第 m 次 调整 是 AMX. 我 们 要 证 明 
21 L K . . a: Ae), 


lim AX = | =A; 
m—0 r 1 
只 须 证 
lm A” = 工 7 
moo n 
或 记 
A” = 1; 


更 一 般 地 , RUTER Y T BE” 的 调整 方法 ， 
而 采用 “分 纵 其 它 每 个 小 孩 若干 使 每 个 小 孩 分 给 右边 第 i 个 同 
伴 的 比 饮 都 一 样 " 的 方法 ， MATTERS , n T BUB 
机 矩阵 
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A= l , (2.8.5). 


ma mg mı 


Kb v. 20, Soma. TE, R 一 次 调整 便 是 


i=l 


II 十 mz 十 … + mur. 


. Minty + MIT? .. my ass. 
AX = | I 


Mgt, + maza T. min 


5 E, (2.8.5) 是 一 个 循环 双 随 机 和 矩阵 ， 1 e 
位 ， 便 得 到 下 面 各 行 ， 当 m = ma , mi = 0, i= 3,4,- 
(2.8.5) 便 是 (2.8.4). 这 种 双 随 机 和 矩阵 所 描述 的 变换 ， mx 
N. MEE | 
从 定义 ， 易 知 4 是 双 随机 方 阵 ， 当 且 仅 当 J4 = AJ = J. 
TR. 我 人 有 
定理 2.8.3 ” 双 随 机 矩阵 的 积 是 双 随 机 的 ` 
证 GRA 2.8.2. 
定理 254 NI 0 N NN NEW. 
E n MME A 的 积 和 式 是 零 ， 则 出 Frobenius 
König E (定理 2.2.1)4 置换 相抵 于 下 列 矩 阵 — | 
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^) 


其 中 左下 角 是 px q MEF, p n I. K o(M) KK 
M 的 元 素 之 和 ， 则 


n = (B) 2 e(X) + e(Z) 
—ptg-ntl FA! EH. 


可 约 双 随 机 阵 与 不 可 约 双 随 机 阵 有 着 特别 简单 的 联系 , 其 
结构 特点 表现 在 | _ 

定理 2.8.5 AA MMI T IN NE PLAE K H 

证 设 4 是 nn 阶 可 约 双 随机 阵 ， 则 4 置换 相似 于 


Ju) 


Ach X AK MHK, Z Kn R NAH, BENENE A 
此 | | 
oK) k, (Z) n- K, 


但 . 
n O) = e(X) To) - a(Z) | 
ETO) TAN). 
因此 e(Y) =0, 
B . Y=0. 


N THE X42, ER. X 与 Z 是 双 随机 的 . 证 毕 . 
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上 述 证 明 中 , X, Z 是 可 约 的 ， 则 可 青 用 定理 2.8.5 作 “分 
, 写成 两 个 双 随 机 阵 的 直 和 ， 于 是 ， 我 们 有 

系 2.8.6 一 个 可 约 双 随机 短 降 置换 相似 于 一 些 不 可 约 双 
随机 阵 的 直 和 . 

注意 到 不 可 约 方 阵 的 最 大 特征 值 p(4) 的 代数 重 数 是 1 ( 见 
$2.3). 可 知 

系 2.8.7 ” 双 随 机 矩 阵 对 应 的 最 大 特征 值 1 的 初等 因子 是 


”线性 的 


类 似 地 ， 我 们 可 以 证 明 关于 部 分 可 分 双 随 机 降 的 
定理 2.8.8 ”一 个 部 分 可 分 的 双 随 机 矩阵 置换 相抵 于 一 些 
MALE DEI HA. | | 
X 2.8.9 ”一 个 部 分 可 分 的 双 随机 矩阵 置换 相抵 于 一 些 完 
全 不 可 分 的 双 随 机 阵 的 直 和 . 
， 下 列 定 理 揭示 了 随机 矩阵 的 一 个 重要 组 合 性 质 . 
”定理 2.8.10(Birkhof [31]) K A E NNM RMA, 4 可 
PAETA n 阶 置换 方 阵 的 凸 线性 组 合 ， 即 


: t 
A= Le, 
i=1 


ix P, 3 n MER, ci, i 1,2, „ EKH De = 1. 
i=] 

证 ”由 定理 2.8.4 知 项 秩 pa = n, 我 们 对 A 的 正 元 素 个 数 
o(A) 用 归纳 法 ， %) 2n.. 

(i) (A) =", A BERDE. x Hm. 

(i) Fo) vn. HD = n, KA TA n 个 正 元 素 
的 无 关 组 {arj 425, · sanjah W el = = min(a1, saaja „anz. ], 
0 Kei < 1. 2 P, = (pu) 是 置换 方 阵 ， 且 恰 好 Piu = 1, 
1 1.2. n. WJ A= al- o P) 是 一 个 双 随机 阵 ， 但 
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cl) < e(A), 则 归纳 假设 


A= Pp t GB, 
a . . t 
其 中 6 50,12, ,t, 9704 = 1, N, . , Py ERR. 于 是 
¿=> ^ 
AzaP (I- ci) (ch o9). 


2 N -A- = 1. EK. 


定理 2.8.4 指出 ， 对 于 双 随 机 方 阵 A, Per 4 > 0, 下 而 一 个 
著名 的 定理 ， 进 一 步 指出 Per A 的 最 小 值 ， 
定理 2.8.11 (Van der Waerden-Dazworan-Eropzmen [32][33]) 
HARMAD, M 
Per A> T. | . (28.8) 


xP, Æ 1926 年 著名 数学 家 Van der Waerden 
提出 来 的 ， 几 十 年 来 ,为 了 证 明 这 一 猜想 ， 促进 了 对 积 和 式 的 
研究 . 直到 1980 年 ， 两 位 苏联 数学 家 Samoan (Falikman) 和 
Erophmen (Egorysev) 各 自 独立 证 明了 这 一 猜想 . 关于 此 定理 的 
较 简 单 证 明 ， 可 参见 [5] K {8}. 

注音 到 当 4 = = 时 ， (2.8.6) 的 等 式 成 立 . 定理 2.8.11 也 


可 以 等 价 地 叙述 为 : x Je EMA n MILER, MARR 
小 的 唯一 矩阵 ， | 

如 果 把 双 随 机 阵 的 非 零 元 素 换 为 1, 则 得 到 与 原来 矩阵 有 
相同 零 位 模式 的 (0, 1) 矩阵 , 我 们 称 为 双 随 机 型 的 (0, 1) BE. dh 
Birkhoff 定理 ， 我 们 有 相应 的 双 随 机 型 (0, 1) 阵 的 图 论 描述 ， 
对 每 个 n 阶 置换 方 隆 ， 都 存在 某 个 整数 ,1 < k < n, 使 该 方 阵 
的 伴随 有 向 图 是 由 个 顶点 组 成 的 有 个 不 交 图 的 并 .我们 称 
EE MRA. TE, BNA E 
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定理 2.8.12. 35 4 是 双 随 机 现 的 (0, 1) , 4 的 伴随 有 
向 图 的 弧 集 合 是 某 一 组 k- 图 集 图 的 并 ， 其 中 j 1, 2, r. 
ki, kz,- hp € 11, 2, . „ n. 

运用 定理 2.8.12, 我 们 回顾 上 述 一些 关 于 双 随 机 阵 的 性 质 
{如 定理 2.8.4, 2.8.5 等 ), 不 难 作出 一 些 图 论 的 证 明 方法 . 

在 非 负 和 矩阵 中 ， 我 们 有 时 考虑 类 似 随机 和 矩阵 的 一 类 和 mxm 
矩阵 (m < n), 它们 的 每 行 行 和 都 等 于 ,每 列 列 和 者 等 于 s. 我 
们 亦 有 Birkhoff 型 的 下 列 定理 . | 

定理 2818 RAR m xn MARR (msm), 4 的 每 
行 行 和 都 等 于 7, 每 列 列 和 都 等 于 s, M 


ze P + aP oco eB, (2.8.7) 


— ORRAXEG LL) 
E 车 4 不 是 方 阵 ，m <n, 则 把 A RR 


WE J 是 元 素 全 1 的 (n-m n HH. E. A 的 行 和 与 列 
和 都 是 1. 由 Birkhoff EH, A EETA n By BRAK HOA 

， 便 得 (2.8.7). 证 毕 . 

记 每 行 和 每 列 都 恰 有 上 个 1 的 nn 阶 , MN . (H), 
AA € Us (k), z4 是 双 随 机 的 ， Un(k) 的 矩阵 称 为 双 范 机 (0, 1) 
BE. d Birkhoff 定理 ， 我 们 有 | 

E 2.8.14 E AG Uh) 则 


d= DR 
其 中 R KTR YE. 
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. “上述 定理 肯定 地 园 答 了 下 列 问 题 : 在 一 个 k- 正则 二 部 图 
中 ， 若 两 部 分 的 点 都 是 个， 则 必 存 在 一 个 完备 忠 配 ， 其 中 每 
一 量 换 和 矩阵 P; 对 应 于 一 种 完备 匹配 . 

运用 Hall-Mann-Ryser 定理 {定理 2.6.5) 我 们 立即 有 
TH 2.8.18 F 4 E Un(k), 则 


Per A> bl. 


这 是 与 % 无 关 的 一 个 下 界 ， 运 用 定理 2.8,11, 得 
定理 3.8.16 3 AcU() W 


Per 42 ~ (E vans. (2.8.8) 


证 —AecuUk), >A 是 双 随 机 阵 ， 由 定理 2.811 
1 n! 
Per i 2 "^ 
便 得 (2.8.8). HES. 
Ak = 3 时 ， (2.88) 式 已 被 改进 为 
44-3 
Per A> 6(3) , 
Ri, ZS, WF 4A € Un(k), 还 未 有 关于 Per A ËJ F Pg: 
LET 3. 


$2.9 Bickhoff EE Bip” 


我 们 知道 , u Bir AT — T BRE A = (Gi; nxn A 
it, AA; 表示 as). 图 G 和 互 同 构 ， 当 且 仅 当 ， 它 们 的 邻接 
矩阵 是 置换 相似 的 , FAA E NY GURI AHEM, G 
和 五 同 构 ， 存 在 置换 阵 P, 使 得 


A=PBPT <> AP=PB. 
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一 个 同 构 可 以 看 作 是 一 个 实 n2 维 空间 Bm" 的 一 个 点 ,， W 
是 nn 阶 置换 矩阵 的 集 ，P(4,B) 是 GG 和 五 ar EA, ` 
BB P(A, B) = (X € NAX = XB). P(A, B) 表 空间 R” HAS 
面体 (convex hull), 其 顶点 (extreme pointe) & G A H 的 同 构 


5A. = Ie Pe: =1, Re PCA, B) I. 


显然 G ft td B Al TUB) 4 又 设 Qn(4,) 是 4 
与 了 的 双 随 机 同 构 集 ， 妈 


Q.(A, B) = (X|AX = XB, X 是 双 随 机 阵 ) 
车 记 0 BAHAR n 阶 双 随 机 阵 集 ， 则 有 


PUA, B) C n, (A. B) C fl. 


# G = E, (B) A = B), HH PLA, A), . (A, A), P(A, A) 记 为 
P(A), (A), PCA). & N P(A) 就 是 G 的 自 同 构 集 ， PA) 是 
P(A) HH, H PA) g (A) c f. | 

一 个 自然 提出 的 问题 是 : 在 什么 情况 下 


P(A) =. (A): 


即 每 一 个 4 BJ RSU HNA AN ARAN AS. 
为 了 说 明 上 述 的 问题 有 意义 , 我 们 证 明 , MIA P(A) C 

ñ, (A) 的 情形 . 
考察 下 图 G 
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TEM 2 度 图 ， 设 它 的 邻接 阵 为 4. 


ñ 1 1 
4.77 A. 
即 | | 
77 € (A). 
但 
70 ¢ P(A), 


B 75 不 能 表 为 G 的 自 同 构 (置换 阵 ) 的 凸 组 合 ， 这 可 从 G 
没有 从 顶点 1 到 顶点 4 的 自 同 构 看 出 来 
若 一 个 图 G 的 邻接 阵 是 A, B. PCA) = .), 则 G 是 紧 的 
(compact). 
现在 ， 我 们 考 忠 的 第 一 个 问题 是 : WARM ER AS 
紧 图 族 可 以 认为 是 Birkhoff 定理 的 拓 广 , Bee Tinhofer [35] 
的 说 法 ， 是 Birkhot 型 定理 ， 
Wt GJ n HAHN AHA, 它 的 所 有 边 都 是 环 ， BD A = In, N 
Onn) = Qn, B P(I4) BAA n Br W ER. nj Cn = P(T,). 
X BUR XC OUR BL Birkhot 定理 
除了 上 述 的 蜂 图 外 ， 完 全 图 KA= J. Ia) BERE. 
Rid K; 是 每 个 点 均 带 环 的 完全 图 (4 = J.), Z. BAI n 
阶 图 (4 = 0), 上 述 的 三 种 图 ， IA 9. (A4) = ñ, 
GGR—PRA, MG 的 完全 补 Ge (J, — A) 也 是 一 个 紧 
m. 
#G 是 无 环 的 紧 图 ， 则 G BA G^(J, 1, A) FI G*(A+ 
In) ARE. 
Tinhofer [35] 证 明了 
定理 2.9.1 图 是 紧 图 ， 
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证 e n HH C, 的 顶点 依次 为 1,2,…,n. Cu 0 G8 
阵 4 满足 
1 dE ji l(mod n) BE j = i — 1(mod n) 
Ay = i 
^0 KS. 


要 证 明 C, 是 紧 图 ， 即 证 明 P(A) = fn(4). N P(A) c 
Q,(4), 只 须 证 明 N. (A) C PCA) BE. | 


Xt X e ñ.(A) = {XIAX = : XA, X RORBEBLEE h 


(XAG = (Ax 0. 


Bp 
Xiang + Xi i = X. 1 + AX. 41, 1 fi, j Sn. 
由 此 得 。 | 
Xa — Xij-i-1 = Xi; — Xn (2.9.1) 
XII 7 Kijtitl = Xu — XA, (2.9.2) 


1 i, J n 
对 固定 的 J. (2. 9. D, (2. 9. 2) THEN EN N. 对) 阶 非 负 


SERE QX HH Q REED BUR i. j. OO, I 35,0. 考察 下 列 
的 情形 . 


(1) Aj 一 Xaj- >0. - 


Bb, 1 Si Sn, 有 X. Ti, -i > Xij-i-1 2 0. TE X HEP, 


1 #k=j+1-i(mod n), 
0 KK. 
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AJ P & C, 以 过 顶点 L 和 IIS 
个 反射 . | 
) Xij- Xag- < 0. | 
EAC)» PLS X HLM P. P 是 以 过 顶点 二 1 和 2 士 关 的 直 


线 为 轴 的 反射 
(3) Xi; Ani > 0. 


由 此 


X. III > X. Ji 2 0. 
br X I P NE 


l 1 #k= j~ 1+i (mod n), 
Pik = 
l. KK. 


P E C. 的 一 个 顺 时 针 旋 转变 换 . 
(4) Xij 一 Xn j+ < 0. 
类 似 (3), X MH P, P EC. 的 一 个 过 时针 旋转 变换 


对 上 述 4 种 情形 ， 令 = minx. ME = 1). He < 1, 定义 
了 = T gp, g. (0, 但 Y EA ANN X 
的 非 零 元 素 个 数 ， 

全 和 = 和 1 < n. 


这 里 ， 对 所 有 Si <n, 


Xena = Xam Kin = Xu. 
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a Æ i-jz0(mod 2), 

Uj = 
o KK. 

B 车 ;i- 了 = I(mod 2), 
5 | 
Ë Kee. 


如 果 a > 0 WU > 反射 变换 之 和 .如果 8 b, V > 反射 变换 
ZA. 无 论 哪 种 情况 ， 我 们 都 可 以 如 上 述 (1)--(4) 情况 进行 . 
即 可 把 X 分 解 为 

X=(1-e)¥ +EP, 


WH P € P(A), Y€O,(A), JEH Y E X CNE HN. 
m == o, NU X | 

现在 ， 只 要 对 X 的 正 元 素 个 数 运用 归纳 法 ， 合 可 证 得 : 
X 可 表 为 Cn 的 自 同 构 的 凸 组 合 ， 即 X e PCA), 因此 n. (4) C 
P(A). 证 毕 . E 

由 于 On ERA, K Ce, Cf, Cn 也 是 紧 图 . 顺便 指出 ， 定 
理 2.9.1 的 结论 并 不 能 推广 到 圈 的 不 交 并 的 情形 .例如 ， 本 节 
开头 已 经 提供 了 这 样 的 反倒 .在 [35] ch, Tinhofer 还 证 明了 

定理 2.9.2 T AKH. mM 

于 是 Te, T^, T" 均 是 紧 图 . 
我 们 考察 图 G 的 非 负 自 间 构 (nonnegative automorphism) - 
的 概念 ， f 

RG 的 邻接 阵 是 A, BENTE x. Æ XA = AX, W| X N 
A ARAERARW. G 的 所 有 非 负 自 同 构 的 集 是 一 个 在 O 的 
(Cone), 记 作 

i Cone (A) = (X[AX = XA} ` 
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G 的 自 间 构 集 P(A) 生成 


P(A) = { > cpP : tp 之 o} 
t PEP(A) 


BR | 
P(A) € Cone (A). 

我 们 感 兴趣 的 是 : P(A)= Cone (4) . 

3$ P(A) = Cone(A), 对 应 的 图 G 称 为 超 紧 图 (supercom- 
pact). 我 们 有 | 

结论 1 HY e (A), MY OTM, AAAS, NI 
G(Y) 是 正则 . | I 

结论 2 # Y € P(4) H Y z 0, WHER > 0, K 
Y e P(4). MEE 

证 Fe (UA) — Y = Le. N, & Xe; = q, Hl sy = DËR. 

bn i = 1 # Y e PA). 

— 3 Y 是 双 随 机 阵 ， 则 = 1, Y € PA 这 便 是 
Birkhof 定理 . . . : 

BAER K. 和 K; 是 超 紧 的 . 

结论 41([36) G KAR. W| G 是 紧 的 和 正则 的 . 

证 K P(A) = Cone (A). H 


A € Cone (A) => A € P(A) 


由 结论 1, 4 有 相等 的 行 和 相等 的 列 和 ， 且 G 是 正则 . 
Bo Xe fi (A), 
Q, (A) C Cone (A), 
BA 
f X € Cone (A), 
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XeP(A. — (结论 3) 


于 是 
Qn(A) & PLA), 
而 因 | 
(A) 2 P(A). 
故 | a 
Q.(4)- PA = GARS. kx. 


下 面 例 子 说 明 ， 确 存在 不 是 超 紧 的 紧 图 . 
NM G 是 一 个 n 阶 的 星 图 (n> 3) 


P(A) = 


其 中 * JE (n — 1) FRN, TUER P(A) = 0,4). ( G 是 
X) 因 PCA) g,) N IE Nn (A) C P(A). VM e ñ, (A), M 是 
双 随 机 阵 ， 且 | 
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M = E&P, N = e P(A), 


W Q, (A) g P(A). 

TAG, P(A) Z Cone (A). HM n238, CARE 
N. 

一 般 地 ， 一 个 不 小 于 3 fr N KUE AEN. 

那么 ， 一 个 紧 图 .G 且 是 正则 的 ， 则 G BARBI? 
+E. 试看 下 列 反 例 . 

M G 是 如 下 的 4 阶 图 ， 它 是 正则 的 . 


0010 | ; 
0001 

A= —o 

2 4 

1000 f G 

0100 H 2.9.3 


非 负 阵 


177 ， 


0000] 
0010 
0000 


满足 X4 = AX, H X € Cone(A). H X fh f H ( 列 ) 和 不 等 
于 一 个 常数 ， 故 X EC), MO 不 是 超 紧 . 易 证 G ERIS. 

我 们 有 

定理 2.9.3 ([36]) BRERA | 

证 WAREN C, 的 邻接 阵 ， XN OX = (riß) € 
Cone (A), & X 是 一 个 非 负 阵 且 满足 XA = AX. 

在 关于 C 是 紧 图 的 证 明 中 , 已 证 得 : 存在 一 个 Cn HAR 
H o, 它 对 应 的 置换 阵 P = (pu), Æ zou O ¿ = 1, 2, n. 
设 = min (ze), i = 1, 2, ., n]. HP € P(A), (X —eP)e 
Cone (A), H X P EH X 8—10 TE. 

可 用 归纳 法 证 明 X e P(A). HARSH kN. Xe 
P(A), MX Akti 个 非 零 元 时 ， 由 m 


` X - eP e P(A) 
便 得 | 
X e P(A). 
于 是 u 
Cane (A) Ç P(A). 


E» | 
Cone (A) 2 P(A), 
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Cone (A) = P(A). 证 毕 . | 
下 面 ， 我们 看 ， 如 何 从 一 个 超 紧 图 构造 一 个 新 的 紧 图 . 
定理 2.9.4 ((36]) Bn Ak BERK kin, KK H 个 
kRERA, H G K BE, 其 中 G 是 二 TH H 的 不 交 并 ， 


Wc REX. 
证 R B A K Hr NH DMB. Mo 的 邻接 阵 


A= B+}. € (Bm). 


#XEN,(A) B X DHA FH x= (Xall S 63 < n/k).. 
fij | 
XA- AX xx BN (185 8) 
因 HR. AB 
Xy € P(A) 18% 5). 
特别 地 , AAR GUM ao, 使 Xs; 的 行 ( 列 ) 和 等 于 qi (1 S < 2). 


因 久 是 双 随机 阵 , MJ T 阶 阵 Q = (o) 是 双 随 机 阵 . 由 Birkhoff 
定理 ， 有 一 个 置换 阵 


P= (DiE 


它 对 应 于 {» tta 7 的 一 个 置换 T, 使 2.60. ,s 1, 2, 7 
因 X. „ € P(B), RHE H 的 一 个 自 同 构 0 AFERE 
P,) E x. „ 的 (u,0) EK. IP v. (u) vi < wv S k, 


1.2, F). ] 


- 179 - 


Ë R = (Rain < ij < 7) A A TRR. HH 
R, o(s) =P, (s= 1, 2 i) AES Rij = 0. A 


FB = BP, (e= 1.2 ) . 


N RA = AR H R k: G 的 一 个 自 同 构 . K RAI 的 位 置 上 ， 
X YE. | 

We 是 这 些 位 置 的 元 的 最 小 数 . 

Fe =I, X = R. 

*. N X, R e Qu(4), 便 得 Y = LAN e € (A), 
且 工 比 瑟 至 少 多 一 个 0 元 ,对 非 0 元 的 个 数 用 归纳 法 ， 便 证 

= P(A), BJ NC) C PLA). EK. 

由 这 一 定理 ， 可 得 

R205 设 G 是 由 k 阶 辐 的 点 不 交 并 组 成 的 图 则 GG 
是 紧 的 ， 

HEIM, XE Birkhoff E. FERA 2.9.5 可 看 作 是 
Birkhoff E N 

K 29.0 ft GAK NAH K, 的 不 交 并 (或 Ki 的 不 
XF), M 是 紧 的 . 

一 个 二 防 图 称 为 完全 天 等 价 分 拆 图 (complete k-equipartitè) 
简称 为 C.k-e H. M kn, Hj G 的 点 集 可 分 拆 为 亚 = t 二 个 集 
Vi, Vz, Vm 每 个 集 有 基数 k, 两 个 不 同 的 点 有 这 相连 当 且 仅 
当 它 们 属于 不 同 的 集 ， 

” 设 G 是 一 个 n 阶 Che Bl. Hk=1, 则 G= Ka KE 2. 
则 G 是 一 个 完全 二 部 图 Ky n. 

N 2.9.7 C. e Hl (RB Ky a) JE 4: 

iE 一 个 C.k-e 图 是 K; 的 不 交 并 的 完全 补 ， 由 系 2.9.6. 
因 KR 的 不 交 并 是 紧 的 。 故 Ce 图 也 是 紧 的 ， 
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HR 2.9.6 还 可 知 ， 1 因子 图 (1-factor) 是 紧 图 ， 它 的 补 是 
完全 2- 等 价 分 拆 图 ， 也 是 紧 图 . 

我 们 将 证 明 : 完全 二 部 图 的 1 关子 的 补 也 是 紧 的 . 

定理 2.9.8 ([36]) n= 2m 是 一 个 正 偶数 ， Kt, 是 由 
二 部 图 Kem 删 去 一 个 1 因子 的 边 所 得 到 的 图 ， 则 Kz, 是 一 
NEH. | | 

证 ”K3% 是 1 因子 图 ， 故 是 紧 图 . 

Rm Y 2, N Kr 的 顶点 集 是 V U W, 这 里 


VW = {1,2,---,m}, 
Ve = {m+1,m+ 2,:--, 2m}. 


Kam ME i m . Si, j<mizj Kt, 的 自 同 构 o 


有 两 类 : | 
(D T 是 (1,2, ` m) BEI—EBM 
oli) ri). ö 
. i 1, 2. „m. : 
o(m +4) = m-+r(i), | 


. (ID) 是 11,2, * m m uie 
PM 


elm +i) = v(i), 


Ém 的 邻接 阵 
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WX e n) AX AHF m 阶 块 
XI X 
X = f . 
X3 Xi 


| . A (In 一 Im) = (Jm 一 In) Al, 


HXA = AX 8 


(2.9.3) 
Xa( Jo In) = (Jm — Ta) Xi. 


两 式 相 加 
f (Xi + X.) In - Je (A1 t 44). 

由 此 得 到 : 有 一 个 非 负 数 a, 使 X, + X. 的 所 有 行 和 和 列 和 均 
为 a 类 似 可 得 : 有 一 个 非 负 数 b, 使 X, + Xe 的 所 有 行 和 和 列 
和 均 为 & 

E X MBL, Ma Tb = 2. 

U XI MATRA BERE ri. n, ARABI 51. . 6, 则 
X. 的 行 和 分 别 是 a- I. „% — Tm. Xa 的 列 和 分 别 是 5 一 
81, „0 — 8m. H (2.9.3) 第 一 式 得 ` 


X: 一 X4 = X, JA 一 m4 
— (rij -a: 1 f 1, m). (2.9.4) 


WX 的 (i, 站 元 是 zi (1 Si, j < m). H (294) X X. BS (i, j) 
元 是 zj 十 a 一 7. — 85. FI 


(XI + X4) = afm, 
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| a= Y (sj Le 
. iml — 
= 2s; T ma- (ri I. Tr) - me (18 Sm). 
Hm > 2, 由 上 述 方程 得 
和 
së = Alla v. -e i212, 
s; 与 了 无 关 ， Ms = s= --. = 8m. 类 似 ， "fui-n0n- 
tm fm. TE. 可 知 ， 存 在 一 个 非 负 数 aa 和 a. f a a = a 
H X. 的 房 有 行 和 ， 列 和 等 于 o1, X. 的 所 有 行 和 列 和 等 于 a. 


由 (2.94) 得 
: X. = Xi + (a 一 201)Jm. 


比较 行 ， 列 和 得 
a 4704790, ＋ mía 一 2a1). | f (2.9.5) 


TX 
(m- 1)(a — 221) = 0. 


n > 2, 由 上 式 得 a = 20. X (295) 8 X, = X, ( 
4j + å = a, a = 2a; => a: = a4). 类 似 方法 可 得 -Xs = Xs. 


FR Zu 
X, Xa 
x= ; 
X, Xi 
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此 处 X, 的 行 ， 列 和 是 ali = 1,2) B 41 +a = 1. HR a # 0, 
则 存在 (l. 2. . m) 的 置换 P 它 对 应 于 置换 阵 Q, OX. 中 对 
应 于 :Q 中 1 的 位 置 的 元 是 正 数 . 
Be 是 这 些 正 数 中 的 最 小 者 , N P = Q+Q 是 Ki, HID 
自 同 构 矩阵 ——(X e), Ef X 至 少 多 2 个 0. E ax # 0, M 
存在 Kun HNA AREER 0 BB P, A 中 的 正 元 
个 数 ， 用 归纳 法 ， 可 得 X e P(A). 于 是 n. SN. 定理 得 
IE. 
-上面 ， 我 们 已 经 论述 了 因子 图 是 紧 图 ， 下 面 ， 我 们 证 明 ` 
定理 2.9.9 (G7) ”n(n > 4) Br 1 因子 图 不 是 超 紧 图 . 
证 设 G 是 n(n> 公 阶 1 因子 图 ， 分 两 种 情形 . 
(1) n = 0 (mod 4) | 


G 的 邻接 阵 置换 相似 于 A= 


Y l 1 0 
` | Ü 0 


显然 有 AX = XA, lk X € Cone (A), B X 的 行 和 ， 列 和 不 
等 于 同一 个 常数 ， 故 X ¢ P(A), 于 是 P(A) # Cone (A), G HERB 
K. | 

(2) n = 2 (mod 4) 

G 的 邻接 阵 置换 相似 于 
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h. 


其 中 


显然 有 AX = XA. 由 类 似 (i) Mitt, G EH K. K. 
由 定理 2.9.3 知 C, 是 超 紧 的 ， 但 C: 是 1 因子 图 ， 由 定理 
2.9.9, ETRE. HERKEN, cf 也 不 是 赵 紧 的 . 
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考察 另 一 个 例子 : C; Cs Cl. 均 是 超 紧 的 .因此 ， 林 以 
ti, -TERAKHIR CER ERB RA. 

现在 ， 我 们 把 图 拓 广 ， 得 到 一 个 新 的 超 紧 族 . 

M HA BERK, k < n H k|n, m = 7. n f H G 称 
A (n,k) H. SEE BST PA AR RJ AE vr, vz. . „ um, vil = k, 
1-1,2,.,m. G 中 的 两 点 有 边 相连 当 且 仅 当 一 T ATE vi ^ 
个 点 在 wa i = 1, 2, -- n (mod m). 

B (m, i) BÆ Cm, (m,2) 圈 如 下 图 (m = 8). 


# 2.9.5 


一 个 (m, k) 图 的 邻接 阵 等 于 下 列 张 量 积 ( 见 81.2) 


A=B@, 
EP B E m 阶 图 的 邻接 阵 ， 上 图 的 邻接 阵 是 
0 J 0 J 
J, 0 H0 
0 J, 0 A 
A02 0 
定理 2.9.10 (30) em NK EER. 112 2 
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B m= 4 EË k > 2 BH m # 0 mod 4, SW (m, ) MER RM. 

E — (m,1) Wi E Gi K É. 

3 m = 2 BË m = 4, (m, k) HM SR H, MI R. 

W k > 2, m > 3 ¶ m o (mod 4). 

4 A d& (m,k) AG 的 邻接 阵 . KY ¢ Gone (A) He X 
AER, X= (X.: 1 < ij < m). H XA = AX, 得 


(XXII) = Hi + Xi ti), 


| j = 1, 2, m, 下 标 mod m. (2.9.6) 
由 (2.9.6) 得 | 
Xij X14 有 常数 行 和 ， 121. m 2.9.7) 


B m EO (mod 4), (2.9.7) BH, Xy 有 常数 行 和 ，j = 1, 2 , m, 
类 似 可 知 Xi; 有 常数 行 各 和 列 和 ， 对 每 个 ij,1 <j < m. T 
是 ， 存 在 非 负数 Y E X. MATA, IIM = Yy (1 < i, j Sm). 
B 
Y = (Yz: 1 Si, j Sm). 


iB X € Cone (A) 得 Ye Cone (B), Kt B & Cn 的 邻接 阵 . 由 
定理 2.9.3 可 得 了 c P(B), | 

于 是 ， 有 一 个 Cn W HI o, E Yir >0(1 Si Sm). 

A Xin) 有 常数 行 和 和 列 和 等 于 Y; Yo, 有 一 个 置换 阵 P, 
使 Xo # N 3 的 位 置 上 的 元 是 正 的 (1 €i € m). | 

Ë ei 是 Xiots) 这 些 正 元 中 的 最 小 省 (1 < í < m) HE 
g = min lei, , em]. MANN 


Q = (Qi : 1 Si, j< m), 
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Bist Quo = Pi (1 < š < m) B Qu = 0 (0 j < mis j) 
是 G 的 一 个 自 同 构 . 矩阵 TAK eQ) 是 G 的 一 个 非 负 自 同 
mW, HT YH x 多 一 个 0 元 PT Ib E UB E AE. N 
X. E P(A). 定理 得 证 . . 

作为 上 述 定理 的 一 个 注 记 ， 我 们 可 以 指出 : 2 2 2 f 
m = 0 (mod 4), m > 4 (m, k) IB G, 不 是 紧 的 ， 因 而 不 是 
BR ih. 

Bii, k=2 H m = 8 H, RN 


X=(zu:1<šj<8), 


此 处 


kanaa, 


sinn 


8 

I 
— — 
o o 
Ale o 


属于 Q(A) 但 不 属于 PCA), M G AER. 
在 结束 这 一 节 之 前 ， 我 们 提出 几 个 值得 进一步 探索 的 未 解 
ERE. 
1 RTR, E. XH K, 及 K; 等 及 它们 的 补 ， 完 全 补 
是 紧 图 外 ， 还 有 哪些 图 类 是 紧 图 ? | 
2. 还 有 没有 其 它 方法 ， 由 超 紧 图 构 作 新 的 紫 图 ， 
我 们 已 知道 ，k 阶 超 紧 图 的 并 是 紧 图 ， 完 全 k- 等 价 分 拆 
.图 是 紧 图 ， Kom 删 去 一 个 1 因子 是 紧 图 等 
3. 如 何 构造 超 紧 图 | 
例如 Cre H. k=1 BBR, k=2 KR, k= 3? 


4 能 否 发 现 郧 一 个 层次 的 图 使 它 与 超 紧 图 的 关系 类 似 于 
ERROR? 
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第 三 章 FER 
§3.1 非 负 方 阵 与 布尔 方 阵 的 等 序列 


” 我们 已 经 指出 ,在 研究 非 负 方 阵 的 组 合 性 质 时 ， 可 以 把 非 
负 方 阵 的 非 零 元 改 为 1, 转化 为 布尔 方 阵 来 研究 ， | 
布尔 矩阵 是 定义 在 布尔 运算 下 的 (0,1) ERF. 矩阵 中 的 元 
K 0,1 的 乘法 是 通常 的 乘法 运算 ， 而 加 法 ， 仅 仅 是 1+I= 工 有 
别 于 通常 的 加 法 而 已 ( 见 812). 如 果 从 两 点 连通 的 意义 表 作 1 
来 说 ， RZ Br KRH, NH KM HR, X KI X 
义 还 是 一 样 的 : 
B. n 阶 布尔 方 阵 一 共有 27^ 个 ， 它 们 对 布尔 矩阵 的 乘 
法 构成 半 群 ， 记 为 B。 
BAR HRK PE, MWE 4 BINE 
LA, A2, As... 
中 ， 必 然 要 出 现 相等 的 项 ， 记 最 先 重复 出 现 的 一 对 宕 是 A = 
AM? (k 是 非 负 整数 ， p 是 正 整 数 ， 则 易 知 序列 (41), j = 
0, 1. 2, ., MER K L 1 MA. 起 ， 按 周期 p 作 周期 性 变化 : ” 
(A?) =I, A, 42, „A 1 Al, „AI, [AF . AR R7. .. 其 
Pa E DTE 1,4, 41,5, Abra 两 两 不 等 . 由 半 群 的 定义 及 
性 质 可 知 { A. , A-) — k+p r. W (Ak,..., 
-i 对 矩阵 乘法 构成 阶 循环 群 ， 其 单位 元 是 AS, 生成 元 
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X A. xHRec[kkrp-1 He = Omod p. 
我 们 称 p = z(4) AHT N. 简称 为 周期 , & == k(A) 
是 4 NEN NN, fUMOSIENEHUESUENC KAZ, kA) 
是 使 4 = AM t 是 某 个 正 整 数 ， 成 立 的 最 小 非 负 整数 ， 和 而 
p= p(A) AH A* = A? 成 立 的 最 小 正 整数 ， | 
布尔 方 阵 及 其 筹 可 以 作为 表述 和 解决 多 种 问题 的 数学 模 
m, ÆRA (4) 和 总 的 变化 状态 可 被 4 的 周期 (A) 和 指 
X *) 所 决定 . 为 了 了 解 它们 的 应 用 ， 我 们 介绍 两 个 典型 的 
例子 . 
1. 自动 机 的 状态 
H S = {01,502,…,on} 是 个 状态 的 集 ， 其 中 指定 ,为 
初始 状态 ， 所 谓 状 态 集 是 S 的 一 个 不 确定 自动 机 .4, 就 是 一 个 
KS DAS HS ARH Alo) =S; C (1 n). 
| ja S 的 所 有 子 集 的 族 为 2, 则 上 述 多 值 映射 4 可 以 自然 拓 
PAM 5 B| Ë 5 HIA EUR 


A(M) = UnemS; (Me E) 


初始 状态 集 {01} 在 A TERA FRR Al) = Si, 再 继续 作用 
A 98 An), Aloh . 这 一 系列 子 集 的 族 Zo & D 的 子 
族 ， 它 也 是 含有 (0) SER 4 作用 下 不 变 的 最 小 子 族 ， 4 
在 Yo 上 的 限制 是 状态 集 为 Eo 的 一 个 所 谓 确 定 的 自动 机 Ao, 


A0: Ba Ee 


从 4 转化 到 Ao T 4 的 确定 化 . 现在 A 的 状态 集 是 Eo A 
们 项 望 能 对 Ao DIE PUE ETT 为 此 定义 % 阶 布 
KAN 


= (ac), (I S1 Sa), 
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| 1 E cri E $; 
ij — 
0 :车 0. F. Sg, 


5 的 子 集 (on, osa) 可 以 用 其 对 应 列 向 量 6j, + … es X 
, XA e, En KA. 它 的 第 了 个 分 量 是 1, 其 余 分 
HRE O Aoh) = S; 的 对 应 向 量 正 是 4 的 第 了 A As, 从 而 
A({o;, "tt Sl) = Sá U»: ‘US;, 的 对 应 向 量 是 Aj +: ` +A, = 
Alen es), 这 里 等 式 两 边 的 矩阵 运算 都 是 布尔 运算 
Zo 的 元 素 是 
{r1}, A({o1}), A (o1)), — 5 
它们 所 对 应 的 向 量 是 
£1; Aen, Ales, tts 


和 所以， 如果 圭 序列 《4;》 的 周期 是 p(4), 指数 是 k(A), 则 序列 
ei, Aen Alel, 中 不 同 的 向 量 至 多 有 (A) T) N, AH Ao 
的 状态 个 数 至 多 有 k(A) + p(A) T. 
* 150 1) K. ai n 个 选手 作 点 ， 两 点 A, B ZARN 
(A, B), EL DUS A 胜 BB, 于 是 得 到 一 个 有 向 完全 图 ， 称 为 竞赛 
图 Tu. fiim, 图 3.1.1 所 示 的 6 阶 竞赛 图 Ta 就 表示 6 个 选手 比 
赛 的 结果 . 

那么, 如何 从 图 上 分 出 竞赛 者 的 名 次 呢 ? 根据 竞赛 图 的 图 
论 性 质 ， 每 个 7 都 存在 至 少 一 条 Hamilton 路 ， 如 果 找 出 一 条 
Hamilton 路 ， 把 始点 作 和 冠军 ， 不 是 依次 可 排出 名 次 吗 ? 但 是 ， 
问题 在 于 : 一 个 竞 午 图 往往 存在 不 止 一 条 Hamilton 路 ,用 这 种 
办 法 , 会 得 出 不 同 的 名 次 排列 顺序 来 一 个 较 好 的 办 法 是 计算 
每 个 选手 的 得 胜局 数 ， 加 以 比较 ， 每 个 选手 的 得 胜局 数 作 为 分 
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” 量 ， 就 组 成 一 个 n 维 向 量 ， 称 为 得 分 向 量 . 例如 图 3.11 的 得 
” 分 向 量 是 

S, = (4,3,3,2, 2,1). 
”仍然 存在 的 问题 是 : 不 能 区 别 选手 2 和 3 的 名 次 ， 选 手 4 和 5 
的 名 次 . 于 是 再 考虑 所 调 二 级 得 分 向 量 ， 它 是 由 每 个 选手 手下 
NA ZA, K | | | 


Sa = (8,5,9,3,4,3). 
根据 S, 选手 3 应 该 名 列 第 一 .继续 这 个 过 程 得 


Ss = (15,10, 16, 7,12,9), 

S, = (38, 28, 32, 21, 25, 16), 

S; = (90, 62, 87, 41, 48, 32), 

Se = (183, 121, 193, 80, 119, 87). 


3.1.1 


由 向 量 的 序列 分 析 ， 选 手 名 次 的 排列 在 不 同 的 向 量 中 有 所 灾 
化 ,例如 在 Si, S., Ss 中 ， 选 手 1 在 选手 3 之 前 ， 但 在 Sa, 53, Sa 
中 却 恰 相反 一 个 自然 提出 的 问题 是 : 2 tl EM F. W 
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n ool, S. LATAM —q i RO VITRO. 如 果 是 的 话 ， 
这 将 是 各 个 选手 名 次 排列 的 最 合理 的 结果 ， 
可 以 证 明 : 当 竞 赛 图 T. 是 强 连通 图 且 n > 4 时 ， 得 分 向 
量 必 具 有 这 一 性 质 . 
” ”如果 把 图 7. 的 直径 记 作 4. KR AET 的 邻接 阵 ， 则 不 难 
证 明 下 列 结论 : | 
) K T, 是 强 连通 (n > 5), M AH > 0. RAS, BSD 
A, Al, . A4, Ag+, A92... 在 AHS 以 后 却 都 成 为 Ja (全 1 BÉ). 
-这 种 存在 一 个 ,使 A* > 0 的 实 阵 A, 称 为 本 原 阵 . 
. (2) T, 的 邻接 阵 A 是 本 原 的 当 且 仅 当下 AH n > 4 
于 是 ， 我 们 可 看 到 ， T, 的 第 i 级 得 分 向 量 由 S. = Ae, 
e = (1,---,1)7 给 出 ， 若 4 是 本 原 的 ， 由 Porron-Frobenius 定 
A: 4 具有 最 大 绝对 值 的 特征 值 是 正 实数 r (BEER), B 


u ($) es 
这 里 ， 3 是 4 对 应 于 „ 的 正 特征 向 量 ， 根 据 上 述 结论 (2), K 
CT, 是 强 连 通 (n > 4), 则 正规 化 向 量 5 (S K 2 Mu 1) 可 以 


作为 Ta 中 表示 各 选手 相对 实力 的 向 量 ， 如 图 3.1.1 中 的 例 ， 可 
以 求 得 (近似 地 


r = 2.232415 = (0.238, 0.164,0.231, 0.113, 0.150, 0.104). 
于 是 ， 便 排 得 各 选手 的 名 次 依次 为 1 3, 2, 5, 4. 6. 
$3.2 ”一 次 不 定 方程 的 Frobenius 问题 


为 了 研究 布尔 方 阵 的 午 序 列 的 周期 和 等 你 指数， 我 们 将 退 
到 一 次 不 定 方程 的 一 类 非 负 整数 解 的 存在 问题 ， 
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N22. 4 (i 二 1,2,…,s) 都 是 正 整数 ， 且 它们 的 公 因 子 
(a:, a,) z 1, H, 对 于 NI a214+----+0,2,, 是 否 存在 一 
NN a, . a. 有 关 的 整数 Nla a.), LAF Nla , a,) 
ZAK, DATE aza 十 … ast, (zi 2 0, 1 1, ) HIB 
状 ? 

Schur 给 出 了 上 述 问题 的 肯定 回答 ， 他 给 出 了 

4 3.2.1 (Schur) K s > 2, n Ala, (i = 1,…,s) 都 是 
正 整数 ， 且 (ai, a.) = 1, FERS al, a, 有关 的 整数 
N(a,:--,a,). 3$ n» (AI. . , 4.) 时， 方程 


dif; T. Ta, r, n f . (3.2.1) 
CES 1.3 z, > 0, 4. > 0. 


证 XJ s 作 归 纳 法 . | 
1° e = 2, 我 们 证 明 In, a2) = (a, ~ D(os — 1) — 1. K 


ai + 0323 = n, f | (3.2.2) 
由 数论 知识 知 ， 上 式 的 全 部 解 可 表 为 ， 


NEM 


2-25 — ait, 


Jh ool 是 (3.22) 的 一 组 解 ，+ 为 任意 整数 ， 易 见 ， 可 取 
* | | 


0< t3 = z3 —at< t, 
pp 
l ` 0<x%-at<a-l1l, 
XH n >,aiaa — a; - a3 可 得 


(l Tast) = n — (z dt) 
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* a 4 - da- (ai —l)a = -a, 
Bp 
zi + aat > —1, 


故 对 上 述 + 来 说 
11 = z! ＋ ast > 0, 


即 对 n > aiaz — a1 — aa, (3.2.2) 存在 整数 解 z, > 0, 22 > 0. 

设 s- 工 个 元 时 定理 成 立 ， 往 证 s 元 时 定理 也 成 立 ， 设 
(a3,--+,4,-1) = d a; = afd, i = 1, „6 - 1, H (ai, . a4.) = 1 H 
知 (d, a.) = 1, 从 而 可 把 (3.2.1) : 存在 0 和 加 S4 1, 
a,b, = n (mod d), 由 (3.2.1) 得 


n 一 a, b, 


1 (3.2.3) 


t, t 
a1 T ... + 4 122-1 = 


Bi (agi al) = 1, 由 凡 纳 假设 ， 存 在 整数 WIA. . 6-9, 当 
tele > na D Mal, , al- ) H. (323) 有 非 负 


整数 解 Tı = bi,. m, = bi Bp 24 
n > dN(aj,---,a, 1) + a. (d 1) Nai, . 4.) 


时 ， (2.3.1) 有 非 负 解 21 = bi . mea = be, 2 = by. 证 毕 . f 
由 定理 3.2.1 可 知 , X s 75 (s > 2) ARE DW aii. a, ., 

a, BERR, (ai, , a,) = 1, KEN al, a, 有 关 的 
整数 (an a,), 凡 不 小 于 (ai . a,) 的 整数 必 可 表 为 azi + 

„a., (整数 mi 2 0, 11, , 6) 的 形式 ， 而 (al a.) - 175 
E 5 ayy . a,z, (2; >€ 0,1 1, 5) HRK. laias) 
称 为 Frobenius N. R 8(a1…ao1 的 问题 称 为 Frobenius 问题 . 
当 s=2 时， 下面 定理 表明 ， Frobenius 问题 已 告解 决 . 
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XR 3.2.2 u (al az) = = 1, 61,02 为 正 整数 ， Jl 
(a1, aa) = (a1 — 1)(a2 ~ 1). 


证 EEES f, BEM n > (a -1(ea-1) NM. n 
HN ayzi + oazs (zi > 0,i = 1,2) 的 形式 . 现在 ， 只 须 证 明 
n= (a; — 1) (4a — 1) ~ 1 = aa p a; — aa H, 

0121 t 0222 n 
无 非 负 整数 解 z1, zx. 
车 存在 非 负 整 数 解 wi,z?, 则 由 

0183 — G1 — a = 0121 3-843274 l 
得 

0182 = (zy + 1) 4 + (za + 1)a5. 
因 (Gi, a3) = 1 可 得 

a1 (z2+1), a (i ＋ 1). 
N za 1 1 > 0, 2,4120, K 

2712 a, I + 1 >. ag. 

得 mo = (z1 + aj + (zə + Des > 2aya2, ATM. EK. 

对 于 2 3, 一 般 地 只 能 找到 (el .…as) 的 一 些 算法 ， 求 
plana) 的 一 般 表 达 式 仍 是 一 个 未 解决 的 问题 . 

在 应 用 上 , 对 ea 5o) LAH A 830 8 2. Mau 


研究 了 。= 3 的 情形 ， 得 到 了 下 面 的 结果 . 
EH 3.2. 3 (H 1 


"m aa, Gs) ES S) 2) + 43{a1, az) 
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— a) — a d + 1. (3.2.4) 


(a1, az)? (al, a2) (at, aa) 
N. 以 上 ai, aa, as 可 以 轮换 . 
在 证 明 上 述 定理 之 前 ， 我 们 先 建立 下 列 
51 3.2.4 Vk (a, b, e) = 1, (a,b) = d, a = day, b= db, 不 
定 方程 | | 


w ag > 1 2, _ 01. 2 ., (324) 等 式 成 立 . B 


az + by + cz = n (3.2.5) 
的 全 部 解 可 表 为 
* 10 + bit — ulefz, 
y = yo alfi — uncta, (3.2.6) 
z = zo + dto, 


其 中 20, yo, 20 FE (3.2.5) 的 一 组 解 ， 和 ,ua 满足 ayuí + biua =1, 
tista 为 任意 整数 ， | 

证 对 任意 的 整数 t, ta, 把 (3.2.6) 代入 (3.2.5), 易 知 (3.2.6) 
是 (3.2.5) 的 一 组 解 . 

EZ. 4, , 2 是 (3.2.5) 的 一 组 解 . 由 


azg + byo + czo = n, 
az + by + ez = n, 


可 得 | 
d(a1(z — zo) + bi(y - 99) = = - 20). (3.2.7) 


H (d,o) = 1, KHE t, M 


2 = 20 + dez. . (32.8) 


把 (32.8) 代入 (3.2.7) 得 
aiiz — zo) + bi (y — yo) = —cta. | (3.2.9) 


因 -uicta 和 —uzcta 是 aX +Y = -ch 的 一 组 解 ， 由 (3.2.9), 
存在 整数 tr, 使 


z= go +bíi+uch, Y= 30 alfi — uzct. 


于 是 证 明了 ， (325) 的 任 一 组 解 可 表 为 形式 (3.2.6). 
现在 ， 我 们 可 以 证 明定 理 323 如 下 . 
证 由 引 理 3.2.4 MA, az + 427 + d =n BE N HTA 
为 
| z = zo + azti — uiasfo, Y= yo — an — uaasta, 


z = zo + dta, 


其 中 “o, Yo. 20 是 a2 + a + aaz = n 的 一 组 解 ， (al, az) — d, 
al = dal, aa = daz, 11, u W. aiu + a = 1, fi, te HAK 
3. Bu, REKA 2, 使 


082 20 1 dia S d- 1, 
MFO ta, 还 可 到 适当 的 二 , 使 得 
0 < z = zo + asta _ wasta < a, — 1, 


对 于 上 面 选 定 的 6 ots Hen IA Hala 902) aia ail 


üa(yo alfi — u2asta) = n — dir — agz 


. > n= o(a —-1)- as(d - 1) 
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n- asa, - agd + a1 + as 
0105 
(al, aa) 


= n — as (al; a) + ar + as > az, 


y = Yo — at) — ugagt, > 0. 


这 就 证 明了 (3.2.4). 
£ mE 
> (ao (ana) (ana 620 


41 ü 42 


由 于 881 = dal dz, as (al, az) = asd. 


假设 rM c) Gí — az as X, ED 


laa 


dai az + agd — ay d- as = G1% + any + agz. 
MA 
a(0105 + as) = da, (z --1)--da$(y--1)-Fas(z--1). (3.2.11) 


A (d, as) = 1, H (3.2.11) FEM d | (z +1). 4 z+1 = dk, Hz > 0, 
K k > 0, RA (3.2.11) 并 两 边 消去 d, 得 


ayay + as = a) (z + 1) + a$(y + 1) + ase, 
则 有 
atah = a^ (x +1) - aj(y + 1) + a(k — 1). (3.2.12) 


# k=1, H (ad, ah) = 1, (3:212) 可 推出 of | (y + 1), of | (z+ 1), 
XVII G, z+1>0 MT 1 > aj, 21 1 > o5, AM (3.2.12) 得 
到 矛盾 的 结果 aja, > 2a a5. . 
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Xi k > 1, 8 (3.2.12) 19 A. aja) > al + a + as, 这 与 (3.2.10) 
T. | - E 
故 (3.2.4) 的 等 式 成 立 ， 证 毕 . 
-N (ai, ,as), 我 们 常设 a > 22 a. 
Schur 曾经 证 明了 UB [2]): 


ga , a.) < (a1 — 1 (a, — 1). (3.2.13) 


Bruaer (1942) 又 把 (3.2.13) 改进 为 ， 设 d, = (21,02), ds = 


(ax, a, ag), :el = (a1, , 4, —1). 则 
la, tt T < a125/d; * asd; /da +»: 


" 
+ a,—10,-3/d,—3 T a,d,_2 一 Da. t1 
e (3.2.14) 


B, (3.2.4) 是 (3.2.14) 式 的 特例 . | 
Roberts (1956) * N T a0, ai, , , 是 等 差 数列 的 特殊 情 
E. Bay = a 2 2, af, = a 1 d, j = 0, 1, , 证 明了 


E = (| 2] +1) a 
+ (d — 1)(ao — 1). (3.2.15) 


1972 F, M. Lewin ABIT FN 

定理 3.2.5 N d >a . > d,, 8> 2, (az. a, =T, 
则 | 

| tai, , a.) < [(n — 2)/2]. (3.2.16) 

2 3 N, (3.2.16) 的 等 式 成 立 ， 且 对 于 每 个 n, 都 存在 
NAR ME H ai, a, as. 

在 证 明定 理 3.2.5 Hj, Lewin 采用 了 归纳 法 . 他 证 明了 : 
.9 — 8, (3.2.16) 成 立 (W, [2]). 


I 对 一 般 的 s> 3, 若 对 s—1, (3.2.16) 成 立 , 往 证 对 s, (3.2.16) 
ERI. 
先 证 朗 一 个 实数 序列 的 结论 . | 
设 uu BRB, H ui 2 us > 1, 显然， (ua —u3)/ua < 
— un, 使 得 
2 ltuy su. (3.2.17) 
ug | 


对 于 一 个 递减 实数 序列 


”应 用 (32.17), 不 难得 到 


Az JH Ui (7 ` I 

| > (Z= - 1) +x X. (3.2.18) 
Wer, 满足 定理 3.25 的 条 件 , W (aaa) = dh, (on, aa, 

a3) = d, (aan, Uns 14-1) = d. 3,5712 2. H (3.2.14) 式 得 


EE es 
4, d. — Sat . 
i=l 
aia. . / d. 
Td en (A-) — 
m (3.2.18), 8 
m go II MEME (029) 


. K ai, NL 中 有 s—1 IN ALK fh 则 由 归纳 假设 ， 可 
得 (3.2.16) M. ZU. A di > 1. K di = e, Hib p 是 素数 ， 
a > 0. M d. =. o < 8 < a. HIRE (al, as, a.) > 1 B 


(a1, az, a.) =, y > 0, 则 
(al, az. „a.) = pŠ, 6 = min (g, > 0. 


“矛盾 ! 于 是 d, 至 少 有 两 个 不 同 的 素 因子 ， 便 得 由 > 6, 4 < 
41 — di, as < aa — 2 < n—8. di | AH d, < Sn. 由 (3.2.19) 
式 ， 有 


+ (n — di — 2). (3.2.20) 


60377 a,) < n(n — di) 
dy 


上 式 右 边 第 一 项 是 di 的 递减 函数 ， 取 di —6, RB nin i) 41) 


EX. m (3220 time 项 不 大 于 U- e-a a 


(3.220), N gla; dm) < 260 2). 

TMN TZ 3.2.5 的 证 明 ， 其 中 当 s > 3 时 作 了 较 详 

QMS. Wt, A = 3 时 ， 需 要 作 更 精细 的 分 析 和 和 一些 

数论 同 余 的 技巧 ， 读 者 可 参见 [2], 在 此 不 再 详 述 。 

1973 F, M. Levin 把 他 得 到 的 (3.2.16) 作 进 一 步 改进 ， 得 

到 c 
定理 3.2.6 (Lewin 1973) a > as > ` 4, 8 > 3, 

(a, 4a. „,) = 1, I 


Gal. a,) < Ee ~ 2)(a3 一 D| . 


10978 f£, Vite 又 得 到 下 列 结果 ° . 
， 定理 3.2.7 (Vitek 1975) Nai > ag > > oo (al ag. , af) = 
1, 1 K a; Z 和 os (A 是 整数 ) 成 立 的 最 大 下 标 着 有 一 个 ap 使 
得 对 所 有 非 负 整数 u, Y, 有 a; * pa, 十 ?ae w 


plan a) < li (a - 3) 
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(ai, 0) = (a, — 1)(a; — 1). 


定理 3.2.8 (Vitek 1975) M ar > ay >- > a, 8 > 3, 
(al, 42, -- a.) = 1, 则 


(ay, 08) € 20 — 1)(a — 2| e 


此 处 [o] 是 不 大 于 RARER (有 时 写作 Le). 对 5 3, aR 
定理 3.2.6 中 Lewin 的 界 ， 但 对 s > 3, 这 是 更 好 的 界 . 


83.3 ” 答 阵 矫 序列 的 振动 周期 


我 们 先 研究 不 可 约 方 阵 的 振动 周期 . 
F n FAN A, 车 存在 正 整 数 % KA > 0, N A 
NAK, HFH. M 4 为 非 本 原 不 可 约 阵 - 
”我 们 已 经 知道 , X 4 是 不 可 约 阵 ，4 的 伴随 有 向 图 D(A) Š 
是 强 连通 图 . 现在 ,我 们 探索 矩阵 震 序 列 的 周期 的 图 论 意义 . 
一 个 强 连 通 图 D 的 所 有 半途 径 的 长 的 最 大 公约 数 d, 称 为 
D 的 回路 性 指标 .注意 到 任 一 闭 途 径 之 长 又 是 若干 个 围 (或 称 
初等 回路 ) ZKM. Nik, D 的 回路 性 指标 也 可 以 等 价 的 定 
XV D 中 所 有 装 长 的 最 大 公约 数 . | 
Burt FETE AA RE FUERA 
定理 3.3.1 FARA, SAY 
(i) D(A) 是 强 连 通 . 
(ü) D(A) 的 回路 性 指标 d = 1, M (ri, a) = 1, 这 里 
ri, ra) 是 D 的 不 同 图 长 的 集合 - | 
. WE 必要 性 : 由 定义 ，4 是 本 原 ， 则 4 必 不 可 约 ， 即 D(A) 
REX. XH 4 本 原 ， 即 存在 正 整数 r, 使 对 所 有 k > r, 有 


AM > 0 这 等 价 于 D(4) "PI BUR ANZA FERN k h 
E, k r, X., D chf 到 。 的 闭 途 径 的 长 必 是 若干 图 
长 之 和 ， 从 而 必 为 公 因子 (ri, , ry) 的 倍数 ， 即 mr 上 1 都 是 
(ri. , rx) IBS, BIB (i. rx) = d=1.. 

充分 性 : 设 D(A) MERA (i) (ü). H A= t, In Gi, . r) = 
1, 知 Frobenius M Ari: 5A) 存在 ， SER u,v € VD(A), 由 
D(A) 的 强 连 通 性 ， 存 在 由 w 到 v 的 经 过 所 有 V 中 的 点 的 途径 
lu, v). id W(u,v) 的 长 为 au, v). | 

设 a 是 DopÉETTBEHBd3EDU 89336 3k titi AS. H 
W(u,v) 过 D 中 所 有 顶点 ， 故 d(u v) +a HE D N u Sl o 
的 途径 长 ， 

4 Y= max, eV dlu, v) + oirra) 
N D PHE- HÄ (i, ), 有 


7 > dli j) + (ras, ra), 


By HEAR y = d(i,j)+a, KP a > olr- , a). H (i, x) 
HEX, Ma R D PHF HEMA 063 K MUR MERI. E 
D PHEW i LINKEN Y mas, TH A* > 0. k27 4 是 
本 原 阵 . 证 毕 . 

对 不 可 约 非 本 原 矩 阵 A (p > 1), 我 们 将 证 明 ， 它 的 等 振动 
周期 p(4) H D(A) 的 回路 性 指标 - 为 了 证 明 这 点 ,我 们 先 建 
立 | 
3E 3.3.2 设 是 强 连 通 有 向 图 ， 了 的 顶点 集 Y = 
ao D 的 回路 性 指标 为 4, D 中 所 有 通过 顶点 o, 的 闭 
途径 的 长 的 最 大 公约 数 为 d; (i = 1,---n), N 

(i) d, =+ = d, = d. | 

(ü) 任 给 两 点 vs, s; € V, My 到 LR Lb ide d N 
. ‘ i 


(ii) 可 将 VV 划分 为 4 REA. V = V. U-.. Vaa UVa, 使 得 
DD 中 任 一 起 点 在 Vi, 终点 在 V; MBN Lo j — i (modd). 
E i) ER o € V, NN vi RBM vy A, FH v. 

Bi v; 的 途径 长 为 s, o; 到 o, 的 途径 长 为 证 则 此 闲 途 径 的 长 为 
att LEE v AM TH RE. WAEA hj, WH o A vy 
MPA ttt hy. 依 di MESI, dil hy. E hy 
TRER v, 的 任 一 图 之 长 , dod; | dj. 又 由 忆 的 强 连 通 性 ， 
v; 可 取 作 DD 中 的 任 一 点 ， 于 是 有 i = dz dad, BR 
d | d. 

KZ, AA, d SR D 中 任 一 组 图 长 的 最 大 公约 数 d. 
R di d- di = d. 

(i) Vt N. Pa ABI N vi B| vy OAR, 它们 的 长 分 别 
Ah, lz. RBM v; 到 的 一 条 途径 长 为 m, MN v; Mo; AN 
个 闭 途 径 ， 其 长 分 别 是 五 +m fl Go +m, H. EXE i) 的 证 明 ， 有 


lh +m = la +m (modd). 


于 是 


. GH) ER V FT 


V l € V | Mu. Blu; B 
的 所 有 和 途径 的 长 =imodd}. (3.3.1) 


B N Vi, ba. Vaca Va & V 的 一 个 分 划 ， 设 we Vi, o; € W K. 
A AMIE L XN e . 的 一 条 途径 长 为 二 N 
m Blo; HN KEEN h LI. 由 分 划 定义 
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1 + L= j modd. 


KRAG = =j- - imodd. EE. 

”我们 从 非 本 原 不 可 约 矩 阵 的 下 列 标准 形式 中 ， 可 以 粗 见 振 

. 动 周期 的 组 合意 义 . 

“定理 3.3.3 Vb A 是 不 可 约 和 矩阵， D(A) 的 回路 性 指标 为 

“4d>1, 则 4 可 置换 相似 于 如 下 的 分 抉 形式 | 

0 A | 
94 Lh o (8.8.2) 

a 0 


对 角 线 上 诸 零 子 块 均 为 非 空 方 阵 ， 且 A. (i = 1, 2, , c) SX 
ARASH, I. 4 是 个 本 原 阵 ， | 

WE 把 VD(4) 作 一 个 如 (3.3. 1) Bd. V-Wu--UW. 
由 引 再 3.5.2 的 (i) . N D(A) 的 任 v, € V; „MWM, x 
终点 必 在 Vias 上 (h = 1) (Va = Vi). 把 D(A) 的 顶点 标 
号 重新 排列 (置换 相似 于 4) Ë V; 中 的 点 在 Vi 的 点 前 面 ， 相 
应 的 矩阵 形式 PAPT (P 为 置换 阵 ) 必 有 如 (3.3.2) h K. K 
意 到 4 是 不 可 约 阵 ， 故 4 无 零 行 零 列 ， 即 A 亦 无 零 行 零 列 . 

MERMER, WH A 的 乘积 TL, A, 是 本 原 阵 ， 

É (nsn) 是 D(A) 中 所 有 不 同 围 长 的 集合 ， 因 d = 
(sm) B (BB) = 1. 于 是 b $82) XHE RH k, 
er ^n), TTA D. 的 非 负 整数 线性 组 
£, kd NH 71. ra WENERA: | 

Ron € Vy, 及 任意 we M, H D(A) 的 强 连 通 性 ， 有 vw 到 
v HEN V 中 所 有 点 的 途径 W (v. va). 记 它 的 长 是 (v1, va). 由 
” 止 述 分 划 定 义 iber. vz) = z (mod d). 


注意 到 (vi, vz) 经 过 V 中 所 有 点 ， 故 添加 任意 个 图 于 - 
(vl, oz) E, 仍 是 vi 到 vo 的 一 条 途径 , Na E ui, 7a, - ra 09 
某 一 非 负 整数 线性 组 合 ， 则 Loi vs) +a H v 到 % 的 某 条 途 
£2k. | 
取 


_ 151, v) r. r 
t= max, E * ( ma) . 
则 对 于 V, 中 的 任 两 点 v, t TRA 
= Ase) +k, 
1250, . f . -a 
由 上 面 已 证 得 kd TEA r-ra 的 非 负 整数 线性 组 合 ， 
J ifj td = Ku, v) + kd, N D(A) 中 存在 从 4 到 v HEN td BY 
WE. 注意 到 + 与 wy CK. MV 中 任 一 对 点 癌 均 有 长 为 td: 
的 途径 . BD (PAPT) 的 左上 角子 块 均 为 正 元 素 - 

PA & (3.3.2) BA, M (PAPT) EEM TRR TT, 
Ai, M (PAPT)4 左上 角子 块 是 ( 4) 0 4 I & 
ARR. TK. | 

车 记 . 
d$rj-l: . : 
B; = II 4, 31,2, , d. 


imj 


(下 标 在 modd n*X xo 6 3.3) 


在 定理 3.3.8 中 ， 我 们 已 证 明 : Bi 是 本 原 的 ， T 我 们 还 | 

可 类 似 地 证 明 Bi, i 1. 2, d, 都 是 本 原 的 ， 于 是 ， 我 人 有 
推论 3.3.4 设 A 是 不 可 约 了 D(A) 的 回路 性 指标 是 4> 1, 

WA ORB AME a. | 
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证 由 定理 233, 存在 置换 阵 P, 使 P4PT 是 (3.3.2) 的 形 


式 ， 于 是 
(Ph 
pater | Cn ) 
Ba 


因 B. 是 本 原 阵 ， i = 1,2,…,d， 则 有 正 整 数 m, di BI > 0, 
H m. 是 使 不 等 式 成 立 的 最 小 正 整 数 . 4 m = maxi«icd mi, 
MJ BP > 0, BPH > 0,4 = 1, 2, , d. 于 是 APT) 和 
(PAPT "0 的 对 角 抉 都 是 正方 阵 ， 易 见 ，d 是 使 PAPT 的 
_ 寨 出 现 周期 变化 的 最 小 正 整 数 ， 由 定义 ，4 的 周期 是 4 - 
”于 是 ， 对 于 n 阶 不 可 约 布 尔 方 阵 A, 4 前 周期 等 于 4 所 决 - 

定 的 有 向 图 D(A) 中 所 有 有 向 半途 径 (RAIS) 长 的 最 大 公约 
# d. 

我 们 可 以 写成 如 下 

推论 3.3.5 * A 是 n 阶 不 可 约 布尔 方 阵 ， 则 4 的 局 其 
p(4) = 1 当 且 仅 当 4 是 本 原 的 . 若 p(4) > 1, WARE P. 使 


0 Ai | 
PAPT = | CM 2 。 
A, 0 


ESB AH A 的 一 个 非 本 原 标 准 形 . | 

p 也 称 为 4 的 非 本 原 性 指标 ， 由 上 述 讨论 知 ， 4 的 非 本 
原 性 指标 就 是 D(A) 的 回路 性 指标 | 

我 们 可 以 证 明 ， 定 理 3.33 HEALER, MH 
_ 4 置换 格 似 于 (3.3.2) 的 形式 ， 则 4 必 是 不 可 约 阵 ， 它 的 非 本 
Alk N (回路 性 指标 ) 是 d. 我 们 先 证 明 下 列 

引 理 3.3.6 设 布尔 矩阵 4 有 (3.32) WER, HAREM 
零 子 块 均 为 非 空 方 阵 ， 且 A (i = 1. 2, . d) SXEITAEA, 
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ni A. 是 不 可 约 ， 则 A 也 是 不 可 约 目 其 回路 性 指标 d(A) Æ d 
ZAR. 
证 如 (3.3.3) RHA, 由 (3.3.2) 形式 可 得 
| " 


: . 


因 B 是 不 可 约 , EE 231, RN M Fa), $0)» 
og g(z) = zf(z), N 


«(B) = Bif (Bs) - (Aii a BCA. Aa) 
` 41, 2, "tt id. 


 BACETSRTA B f(y) > 0, 便 得 

| 600 o. 1 1 l. 
直接 计算 (052) ER. MK | 

| (I AAo. | 


由 定理 2.3.1 的 6), 知 4 是 不 可 约 的 . 

往 证 d(A) Æ d 的 倍数 . 由 (3.3.2) 形式 知 ， 当 且 仅 当 4 (# 
HARM) 才 有 非 零 对 角 块 ， 但 D(A) 的 每 个 长 为 + f H R 
RRM A 中 有 一 一 个 非 等 对 角 元 ， 于 是 7 必须 是 a MHK. 
BD D(A) 的 加 路 性 指标 也 是 d 0948387. 

.定理 3.3.7 (定理 3.3.3 之 逆 ) Fn MRAM A 置换 相似 于 
(3.3.2) 形式 , NN 线 上 诸 霍 子 块 均 为 非 空 方 阵 ，4i (i I, , d) 
均 无 零 行 ， 零 列 ， 且 [ia hi 是 本 原 阵 ， 则 4 是 一 个 具有 回路 

性 指标 4 的 非 本 原 矩阵 . | 
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^ dX 由 已 知 条 件 ， A 置换 相似 于 (3.3.2) 形式 的 矩阵 A. 由 
5138 3.2.6, À 是 不 可 约 阵 ， 且 (À) 是 4 的 倍数 现 只 须 证 4 也 
Ra) tmm. 55 


B à 0 f 
we MES ) 
AO. . Baj 


B 的 意义 见 (3.3. 3. 因 B, 是 本 原 阵 ， 于 是 存在 某 正 整 数 心 使 
BE > 0, Bet > 0. 即 (A) 5 (Ayers Iz Lñ u K k IE. 
于 是 D(A) 的 点 有 长 为 hd MEX (k + 1)d 的 闭 途 径 ， H ka Š 
(k +1)d 都 是 回路 性 指标 d( A) 的 倍数 ， 故 它们 的 差 d H d 
的 倍数 ， 

FÆ a= dH, 从 而 d= 4A) 证 毕 . 
现在; 我 们 知道 ; 对 于 不 可 约 布尔 短 阵 A, 非 本 原 性 指标 、 
回路 指标 ， 及 振动 周期 都 是 一 样 的 .如果 我 们 进一步 考虑 撼 阵 
的 谱 特 征 ， 结 合 Perion-Frobenius 关于 不 可 约 非 负 和 矩阵 潮 性 质 
-的 定理 (WL $1.4), 我 们 可 以 证 明 : 不 可 约 布尔 方 阵 4 可 以 分 咸 
BA. WAR NR (A) 的 特征 值 ， 当 天 = 工时 ， 4 KA 
本 原 阵 ; 而 当 坟 > 1 时 ， 4 是 非 本 原 的 . 
。 从 这 个 意义 上 , 不 可 约 方 阵 的 振动 周期 表现 在 谱 狂 质 上 ， 
就 是 4 PMA oA) 的 特征 值 的 个 数 . 

对 于 A 是 可 约 方 阵 的 情形 我 们 知道 : 4 置换 相似 于 下 
列 分 块 三 角 方 阵 ; 

An - 
0 
| E" An 
N Ami Ama ee 

其 中 每 个 主 对 角 块 Au (i = 1,…,m) 都 是 不 可 约 方 阵 ， 称 为 4 
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的 不 后 约 分 次 ， T: DA BARRI AK, KANN 
块 可 能 分 别 各 自作 置换 相似 的 意义 下 , ARS m THAT l 
Al: s Am K H A 所 唯一 确定 的 . 
由 上 述 绪 构 分 析 ， 我 们 不 难 推 证 出 下 列 
定理 3.3.8 Nun 阶 布 尔 方 阵 4 有 不 可 约 分 块 Au, A. 
Amm: 则 A fh N PCA) 是 各 不 可 约 分 块 的 周期 p(A11)， Ra 
(Amm): MAN f K. f 
am n MERER A 经 过 年 换 相似 变换 (相伴 有 向 
图 改变 顶点 编号 ) D 93 11:2 但 是 ， 若 把 A 作 任意 的 行 或 
列 调换 ， * 一 定 得 到 一 个 本 原 矩 阵 例如 f 


— 


. 

il 
e o e = ° 
— Oo — e o 
eec 


.是 本 原 阵 ， 若 把 A — 3 n 4 nzm 
得 下 列 和 矩阵 


41 


= orn ° 8 
ooo ° = 
eoore 
5 S 2 2 
° = = °. 


容易 检验 ， A PEREN. 

那么 ， 什 么 样 的 (0,1) ERF, 它 可 以 通过 随意 的 行 (RP 
调换 得 到 一 个 本 原 矩 阵 呢 ? 下 列 的 定理 ， 回答 了 这 个 问题 4 
ATURE, BRM 242 平行 的 一 个 定理 . 
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”定理 3.3.9 (WEW ah N 4 是 一 个 n 阶 (0, 1) 阵 ， 存 在 
Lu HREN Q, 使 AQ 是 一 个 本 原 阵 当 且 仅 当下 列 三 个 条 
件 成 立 : | 

(i) 4 在 每 行 ， 每 列 至 少 有 一 个 1 

(ü) 4 不 是 一 个 置换 阵 ; 

(iii) A 不 是 矩阵 


或 由 此 矩阵 经 过 行 ( 列 ) 置换 所 得 到 的 矩阵 ， | 
X B. 表示 所 有 N (0,1) 矩阵 的 集合 ， P, RHA n B 
XR (0.1) 阵 的 集合 ， 于 是 


(Pal _ [Pal 
B. 7 


Moon 和 Moser (1966 [4]) 证 明了 : 几乎 所 有 的 n Bt (0, 1) 3 
FEER, BD 
um Il _ 


naow 2 


3F H Jl FHH n Br (0,1) 矩阵 4 是 本 原 的 且 A? = 
因为 本 原 矩 阵 是 不 可 约 的 ， 故 也 可 以 认为 ， €— 
(0,1) EF AB AE AR RIA ER. . 


§3.4 ”本 原 指数 


HARARE, 则 使 hx > 0 MANE MAE k, KAA 
”本 原 指数 ， 简 称 为 指数 (exponent), 记 为 7(4). 
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(A) 的 图 论 意义 是 这 样 的 最 小 整数 ， 使 D(A) 中 的 性 两 点 
3% 都 存在 长 为 上 > y(A) 的 途径 ， 

我 们 通常 引进 D(A) 的 局 部 指数 ,对 任意 i,j € VD(A), 局 部 
指数 (i,j) 是 这 样 的 最 小 整数 ,使 从 i 到 j FEKA k > Ali, i) 
的 途径 ， 若 把 D(A) BEC Ë k R S L = (ns ora}, H 
i J. 接触 到 工 中 每 个 不 同 长 的 虑 的 最 短途 径 长 记 为 MÀ 
Wi y(i J) € deli, J) + i r). 

L3 (A) = max ; je D(Ay1 (53) 

对 本 原 指数 研究 的 重要 WEE (A) 的 上 界 及 (A) &. 

1950 F, Wieland 给 出 了 (A) 的 上 确 界 . 在 证 明 这 个 结果 
2H. RI NS Dulmage 和 Mendelsohn 给 出 的 下 列 结果 ， 
LES top Dulmage-Mendelschn AHR. 

”定理 3.4.1 (5) N Den PARC A, s JE D GS 
最 小 圈 长 ， 则 | | 
| f(D) £n a(n - 2). 


证 K C. 是 DD 中 一 个 长 为 的 图，DD Jn BARGER A 
0 f RN I H. 

对 C, 的 尾 一 点 w, 在 D(A’) m, w 是 一 个 环 ， 于 是 ， Ow 
到 D(A*) 的 任 一 点 ， SA KA n — 1 的 途径 (当然 也 有 恰 为 
kkzn-l 的 途径 )- +E, 在 D 中 ， C, 的 任 一 点 到 其 它 的 
A, BAKA s(n — 1) 的 途径 . 

PBR D ff M i, i En 的 路 必 可 到 达 C, 中 
的 一 点 ， 而 此 点 到 D 的 各 点 有 长 从 为 s(n 一 1) 的 途径 ， 于是， 

从 i 到 也 中 的 每 一 点 都 有 长 恰 为 一 s+s(n—l)=n+s(n—2) 
的 途径 ， 便 得 
5 (D) € n + s(n — 2). 


证 毕 . 
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由 定理 3.4.1, 我 们 立即 得 
定理 3.4.2 (Wielandt [6]) D 为 任 一 n 阶 本 原 有 向 图 ， 则 


YD) € (n - 1? +1 
且 上 界 是 可 以 达到 的 . | 
证 n= 1, 结论 显然 成 立 对 于 n>2, 因 D 是 本 原 图 ， 故 
必 有 s€n-—1. H 3.4.1, 
oD) Sn (n — D(n - 2) =(n — 12 + 1, 


SB, vn 344 的 有 向 图 D. 是 本 原 有 向 图 ， 且 


5 v0, ) = an= n $(n,n — 1) 
— n4 (n—1)n—2) = (n - 1? +1, 


即 A(D) 的 上 界 是 可 达到 的 ， 证 毕 . 


图 3.4.1 


从 同 构 的 观点 看 ， 当 s= na-1 r, K T A D 的 形式 外 ， 
还 可 有 如 D. 的 图 . 
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容易 验证 


| „D) - Ig, Hed) - 1, n) =n - 1+ p(n - 1,n) 


-n-1(n-1i)(n-2)- (n — 1}. 
由 定理 341,32 €n-298- 

„S E- 20-2) =n- 30-4. 
这 就 告诉 我 们 : | 
% 5 4(D) = (n 1^ +1 Mt, BARS De Pi 


| (Qua(D)-(n-1P M. MEDUS D D 
(8) 不 存在 这 样 的 本 原 有 向 图 D, 使 


n? — 3n 4 < (D) < (n — 1). (3.4.1) 


即 由 1 到 人 -12 上 1 之 间 的 所 有 整数 中 (我 们 把 它 记 为 [1, (mn 一 

ip 39), 并 不 是 每 个 整数 ， 都 可 以 是 本 原 矩阵 的 指数 例如 
(3.4.1) RRAN, (n -3+4 (n-1)) ZH 的 整数 就 不 能 是 

某 个 n 阶 本 原 阵 的 指数 ， 我 们 把 它 称 为 负数 段 (gaps). 因此 ， 


010 . 


RARER A 的 所 有 指数 集 (RRM SHO ARMED) N 
成 了 本 原 指数 研究 的 另 一 个 重要 而 复杂 的 问题 
EN I: 3.3.1 易 知 ， 在 主 对 角 线 上 有 至 少 一 个 非 零 元 的 不 
可 约 方 阵 必 然 是 本 原 的 ， 这 是 因为 它 的 伴随 有 向 图 必 有 环 ， 
我 们 不 难 证 明 下 列 定理 (7). 
定理 3.4.3 VE A 是 二 阶 不 可 约 和 矩阵 ， 它 的 主 对 角 线 上 有 
(> 1) 个 非 零 元 ， 则 4 是 一 个 本 原 矩 阵 且 (A) < 2n — d - 1. 
证 4 的 伴随 有 向 图 DA) 是 强 迷 通 图 和 有 d 个 环 : 设 W 
是 d 个 环 顶 点 的 集合 . 对 D(A) 的 任 一 顶点 i, 至 多 用 长 为 nd 
”的 路 可 过 到 一 个 W 中 的 点 , 而 由 W 的 这 一 点 至 多 用 长 为 -1 
HERTS D(A) 的 任 一 点 ， 于 是 i 


AA) S n- d) Tn 1) = n- d- 1. MK. 


可 以 验证 ， 对 任意 前 整数 由 t < d < n, 存在 下 列 含有 < 个 
正 对 角 元 的 n MERER A, 使 Y(4) = 2n d — 1, 
1 1 


0 jet 
: 1 *. 
A=]. . 

: 0 

0 | 1 

1 0 
nas d d 个 正 对 角 元 的 n * NED 
ald, 则 我 们 有 


定理 3.4.4 (HN [20]) 对 任意 自然 数 4 和 k, 其 中 1< 
d< n-1,k € {2,3,.--,2n-d—1}, n > 2, 存在 A € R. (d), 使 
(A) = k. I | 

I 证 当 2<k<n 时, EM ke {2,3,---,n}, 
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(U) Fisd<k<n, 考察 具有 有 向 图 D(A) 的 矩阵 A (图 
3.4.3), 图 中 无 向 边 表示 双向 连通 (PAA 6.0 及 . i) 


3.4.3 


BN. (1,2) = k, MKK G, ) < k, f y(D(A)) = man jevo) 
y(i j) = k, Bñ y(A) = k. 
(2) k<d<n- 1, NR d= * l, o SISn -K 1, 考 
察 具有 如 图 3.4.4 的 有 高 图 D(A) H A f (1) 的 议论 ， 可 证 
xA) = 


m 3.4.4 


A k > n d, WHEE k 6 nt, n 4 2, , 2n d i} (K. 
意 : XN AH d «n- 1), IA 3.45 的 有 向 图 DCA) KE 
BE A, NR = zn l, AP d+ ISI (n. AA l, n) = 2n l, Wü 
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| ofA) = (D(A) = max 0653) = 27-1 =k. 


EE. 


图 3.4.5 


US 这 一 定理 说 明 ， Pad), 1 < d < n 一 1 的 本 原 指数 集 为 
12,3, 2 — d 1]. 对 于 P,,(n), RATA MAME 3.46 中 所 示 
有 向 图 ([20]) Pr 38 80 AB PE A (图 中 每 一 点 都 带 环 ), 不 难 证 明 ， 
对 任意 自然 数 E I, 2. . 1], FE A € B. (u), H(A) = k, 
N Palin) 的 本 原 指数 集 为 (1,2, n1). 

由 此 , 可 以 说 , 含 正 对 角 元 的 本 原 指数 集 是 11, 2. 2n 一 2}- 
S PRO, 它 的 本 原 指数 集 与 n ——À 
一 致 的 FM! IS N). 


pay 


图 3.4.6 


一 对 于 对 称 的 不 可 约 (0,1) Sh, BERENT 


REB 5.4.5 (HMI HD NAK n BM BATT H (0,1) 
EBE, WA 是 本 原 的 当 且 仅 当 它 的 伴随 有 向 图 D(A) 有 长 为 厅 
MM. A 4 是 本 原 的 ， 则 Y(4) < 2n - 2， 等 号 成 立 当 且 | 
仅 当 4 置换 相似 于 


101 0 0 

0 0 * 0 l j 
_ (3.4.2) 
0 -- 0 1 

000.4. 1 1 


证 D(A) 是 连通 对 称 有 向 图 (可 带 环 , 所 有 边 双 向 连通 ) B 
AEA HARE, HA 是 本 原 的 当 且 仅 当 D(A) 有 长 为 奇数 
HAAN. 设 4 是 本 原 阵 ， 则 4? 是 本 原 阵 且 主 对 角 线 上 均 是 
l 由 定理 3.43, (A27 是 一 个 J, TE A) < 2n ~ 2 (KKH 
接 出 定理 341 PRSE t — 

设 4 是 (3.4.2) 所 示 的 矩阵 ， 则 D(A) 中 由 顶点 1 到 自身 
的 最 小 的 奇 长 有 向 途径 的 长 是 n - 1. 于 是 (A) 2 2n - 2, 得 
A) = 2n —2. 

SLR (A) = 2n - 2, 注意 定理 3.4.3 的 证 上 最， 可见 在 D(A?) 
中 , 有 两 个 顶点 的 距离 是 n-1. 于 是 D(A?) 是 一 条 长 为 mn-1 的 
Bi, 县 在 每 一 顶点 上 有 环 . 车 在 D(A) 中 有 3 点 a, b e & 
点 相 邻 ， 则 在 D(A) DNA- HM a — b — c — a, EPA 是 
路 矛盾 ! 于 是 D(A) 是 长 为 ma- 工 的 一 条 路 且 带 至 少 一 个 环 . Bi 
WA) = 2n— 2, # D(A) 恰 有 一 个 环 且 在 此 路 的 一 个 端点 上 . 证 
. 

为 了 研究 本 原 指数 集 ， 令 E, 表示 这 样 的 整数 的 集合 ， 
使 得 存在 一 个 ” MERER A, 有 (A) = t. 由 定理 3.4.2 可 知 
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E, C l. 2 , val. 这 里 wn = (n — 1-1. 下 列 定理 表明 ， 指 
# E. 形成 一 个 集 的 不 增 链 
定理 3.4.6 (PMH [14]) WHA n> 1 


E, < Enti 


证 设 4 是 一 个 nn 阶 本 原 (0,1) F. (A) = t. 构造 一 个 
n+1 阶 矩 阵 B, 它 在 左上 角 的 * 阶 主子 矩阵 是 4, 又 B 的 最 后 
(下 ) 两 行 相等 ， 最 后 (5) 两 列 相等 ， 于 是 DB) 可 以 从 D(A) 
增加 一 个 新 顶点 %+1 并 按 下 面 方式 连 边 而 得 到 : HA (ia), 
RUE (i, n--1), FAM (n, ) WH (n+1,4). X, AH (n+1,n+1) 
当 且 仅 当 有 环 (mn). M D(B) 中 容易 验证 ， B 是 一 个 本 原 阵 
H (B) = t. HE. 

定理 3.4.6 是 研究 本 原 指数 集 的 有 力 工 具 ， 从 上 述 证 明 我 
们 可 以 看 到 ， 指 数 集 的 包含 关系 ， 事实 上 是 子 图 与 图 的 包含 关 - 
K. 

为 了 村 全 面 地 考察 本 原 指 数 的 结果 , 我 们 对 它 的 研究 工作 
作 一 个 综述 . | 

Xt 40 年 来 ， 对 (A) 的 研究 集中 于 下 述 四 个 方面 ; | 

1. WKN (A) 上 界 的 估 值 ， 我 们 称 MI 问题 
(Maximum index). | 
SARE (A) 指数 集 的 刻 划 ， 我 们 称 为 15 f 
M (Set of indices). 所 谓 某 类 本 原 矩 阵 A 的 指数 集 EL, 定义 为 


E. (A) = (m € Zt | 存在 某 个 n 阶 本 原 阵 À € A, K Y) = mJ. 


3. SERERE ROB PET BD RECO ESR, RIK EM 
A (Extremal matrix). XX NEN A, 记 MI(A) = 
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max(y(A) | A € A), 则 A EPF NK 
EMA) := (A € A | A) = MI(&)). 


4. 具有 指数 v 的 某 一 类 本 原 矩阵 集合 的 描述 ， 我 们 称 为 
MS 问题 (Set of matrices). MF KN A, 设 E A 
的 本 原 指数 集中 的 一 个 元 ， 则 我 们 考虑 矩阵 集合 MSA) = 
(A € À | (A) =- uu, 

事实 上 ， EM 问题 是 MS WRK. 而 这 两 个 问题 ， 
也 可 以 看 作 是 矩 笑 方程 AP = J 的 求解 问题. | 
作为 一 个 研究 指南 ， 下 面 ， 我 们 分 述 各 类 问题 的 研究 进 


m. 
1. MI 问题 
矩阵 类 ME, 
P, (n 阶 本 原 阵 ) ` pA) £(n- 1 «1 


| (A) € n+ a(n - 2) 
Wieland (1950) [6] Dulmage 和 Mendelsohn (1964) [5] 
Pd) (& d IER ATEN n MEER) (A) s 241 


. Holladay 和 Varga (1958) [7] 
Th (n 阶 本 原 竞 赛 阵 ) (A) <S n2 
Moon 和 Pullman (1967) [8] 


Fa (n 阶 完全 不 可 分 阵 ) 50) S 1 
Schwarz (1973) [9] 0 


| | [r] nene 

DS, (n 阶 本 原 双 随 机 阵 (A) < 4 BR n= 0 (mod4) 
| |J 

HEZ 


矩阵 类 MI 
Lewin (1974) [10] | 


CP, (n BARR) (A) £n-1 
Kim-Bulter Krabill (1974) [11] 

NR, (n 阶 本 原 几 乎 可 约 阵 ) (A) < ni 4 +6 
Brualdi 和 Ross (1980) [12] 

` Ross (1982) [13] +(A) <n+ a(n —3) 

S, (n 阶 对 称 本 原 阵 ) 4(A) € 2n - 2 
BBR. (1986) [14] 

S9 (W SER n EXERCERE) (A) S 2 7 4 
WW, Mckay, Wormald, 张 克 民 (1990) [15] 


2. IS 188 ` 
自从 1950 年 Wielandt 给 出 了 n 阶 本 原 指数 的 一 般 性 上 
界 后 ， 便 得 En C 1. 2, . (n — 1)? + 1}, 1964 年 ， Dulmage 和 
Mendelsohn ([5])-H 28 T En ee. 若 记 ww = (n—1)?+1, 
WE, # Il. une. 
1981 $E, Lewin 和 Vitek [16] RABI T II, wn]? 中 本 原 指 
教 的 分 布 情况 ， 求 出 了 其 中 后 自 1 +1 | PES T. 


数 ， —— 1€ lie. +a] 中 无 缺 数 . 


1985 年 , WWW () 证 明了 Lewin-Vitek 上 述 猜想 当 n 
SRM RIL, HA n= 11 时 48 d En, 从 而 猜想 不 成 立 ， 同时 
EAT: € f.. ü. +3] XE. 

1987 年 ， 张 克 民 (lis) 在 上 述 工作 基础 上 ， 利 用 Erdös 在 
1935 年 得 到 的 一 个 数论 结论 ， 证 明了 : BR n = 11 外 ， Lewin- 
Vitek 猜想 成 立 ， 于 是 ， 本 原 指数 集 En 完全 确定 . 
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对 于 特殊 类 矩阵， 我 们 把 IS 问题 结果 概述 如 下 : 


矩阵 类 ‘IS 
R. (d) . , n Ile, d n 
Au (1988 [19)) 


[2,22n- d- 1, 15d en 
iim (1989 po) 
T, (3, n + 2]°(n > 6) 


Moon 和 Pullman (1967 [8]) 


n s fl, n — M 
GH (1991, [21]) 
DS, 未 解决 | 
CP, 未 解决 
NR. aei 
BRE. WAR (1991 122) 
S, [1,2n — AN 
5 是 nn 和 2n 一 2 之 间 的 所 有 奇数 
BER (1986 [14]) _ | 
2, 27 ~ 445, 
81 4 n — 2 3 2n 5 2 HH 
WR, Mckay, 


Wormald, NR (1990, [15]) 


3. EM 问题 . | 

在 本 节 的 开头 ， 我 们 已 经 证 明了 : 对 一 般 n NR A sk 
说 ， 达 到 (4) 的 上 确 界 (n 1 +1 AE, EERROR 
义 下 是 唯一 的 。 — 

但 是 ， 对 于 特殊 类 的 本 原 撼 阵 ， 它 的 极 和 矩阵 在 年 换 相似 塌 
义 下 不 一 定 是 唯一 的 ， 甚 至 在 非 零 元 素 个 数 最 小 的 条 件 下 也 不 
一 定 是 唯一 的 ( 见 [20]). 于 是 ， 刻 划 这 些 极 矩 阵 的 特征 (充分 必 
Ej 就 成 为 组 合 矩 阵 论 中 的 困难 问题 ， | 
“FHP SPECIE ARDEA OR pi u 


226 


答 阵 类 EM 研究 者 
Bd) HM m, BBM (1991 [23]) 
Ta 已 解决 Moon 和 Pullman (1967 [8]) 


Fy AME F (1991 [21]) 
DS, ”未 解决 . 

Ch URN 黄道 德 (1990 [24]) 
NR, Anm — Brualdi 和 Ross (1980 [12]) 
S, m A M (1986 [14]) 
s EAR MI, Mckay, 


Wormald, & Pš; (1990 [15]) 


4. MS 问题 . f i 

这 是 一 个 更 为 困难 的 问题 ， 从 矩阵 方程 的 观点 来 看 ， 是 对 
EK K € En A = J 的 所 有 本 原 矩阵 解 4， 目 前 ， 这 一 
研究 尚未 全 面 腰 开 . 国内 已 有 一 些 个 别 工作 . 如 考虑 对 某 一 个 
k € En, RABBIT RUA A, 使 (A) = k. 对 于 特殊 类 本 原 
矩阵 ， 也 有 类 似 的 工作 (参见 [21], 25], [26]... | 

对 于 本 原 指数 的 研究 , 由 于 采用 子 有 向 图 的 技巧 , 近年 来 ， 
已 把 这 一 课题 从 炬 阵 论 的 领域 扩展 到 图 论 的 领域 . 例如 ， 把 上 
XR Sa, 80 的 矩阵 类 扩展 为 最 小 奇 图 长 为 的 无 向 图 类 , N T. E 
阵 类 扩展 为 一 种 称 为 局 部 半 完 全 有 向 图 类 (locally semicomplete ` 
_diagraph), 由 于 这 些 研究 更 偏重 于 图 的 背景 , 我 们 不 在 此 详 述 ， 
i KRY BH [27], [28]. 


§3.5 — BOE SUE 


在 这 一 节 里 ， 我 们 将 研究 非 本 原 的 不 可 约 矩 阵 及 可 约 矩 阵 
HERRENE | 


4 . := (A € IB, | A 是 有 周期 为 p HRA AG y, 这 
里 n>1,n>p>1, AR IB. BARBERS. 
e k(n,p) = max{k(A) | A € Boo) B n = rp+a,r = HE 
OS scp. 
1966 F, Heap fü Lynn 首先 研究 了 Fln, p) YER. 
定理 3.5.1 {[29]) 


k(n, p) < pir? — 2r + 2) + 2s i (8.5.1) 


2 a = 0 M, 上 述 的 等 号 可 以 达到 . 

易 见 ， 当 p=1 By, (3.5. 1) 便 给 出 了 本 原 矩 阵 的 Wielandt 
上 界 ， 

BA. Schwarz 用 二 元 关系 的 语言 证 明了 下 列 定理 ， 改 进 
T (3.5.1) f. 

定理 3.5.2 ([30]) 

np) € pu, +, 
这 里 | . 12 — 2 4 2 "22 
| zi 7 Hr=1. 

N, RIH [31] 的 方法 ， 给 出 定理 3.5.2 的 证 明 ， 
由 $3.3 的 讨论 知 , 若 4 是 带 有 周期 b 的 不 可 约 非 本 原 布尔 


JERE, JU A 置换 相似 于 下 列 矩 阵 
| | 0 A 
PAP? = ° . 4. „ 3.5.2) 
^ 0 


这 里 ， 了 是 置换 阵 ， 对 角 线 的 零 决 是 正方 决 ， 在 (3.5.2) ch. 
* A, K nix noa & FRR mod p WH), í =1,2,…,p, 则 把 


` (8.53) 记 为 (n, All na. hp Ar, ni) 在 不 引起 混乱 的 情况 下 ， 
AHA (Ai, , A,). | 

ER ni x naa MÉEBE Zi, i = 1,2,…,p, 和 任意 的 非 负 整 
数 m; 我 们 定义 (Zi, Z, · Zehn 是 一 个 块 分 划 矩 阵 [Au] (1 < 
ijszp. 其 中 块 

-人 # j -i=m (modp), 

| (do RR 

TÉ (An, = (An: S Ap) : 
| Bk(4- k(PAPT), 我 们 总 可 以 假设 4 = (A, „ Ar) & 
in (3.5.2) 的 标准 形式 . 

对 于 所 有 jj A Aj, = A; 又 定义 


Am) = A. Ai. Aitm—i 


是 m NH 0 N. WI ALO) = Tn, 
用 简单 归纳 可 直接 证 明 
380133 3.5.3 A = (icc Ay), N 


Am = (Aim), „ Ap(m))m. (3.5.3) 


N (BA)*+! = B(AB)*A, 我 们 有 
EH 3.5.4 K A, B RMA HK, E HIN 
7182716 AB 是 本 原 ， 则 BA 也 是 本 原 ， 且 它 们 本 原 指数 
) - (AB)| s 1. 


R355 # 4 = (45, A) 是 带 周期 p 的 不 可 约 阵 ，- 
WA Ap) (1 < š < p) 是 本 原 的 且 Alp) — (A;(9)] S 1, 
183587. 
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下面， 我 们 将 用 矩阵 Alm) (i = 1,…,p) 去 研究 带 展期 p 
AAR AT APR 4 = (41,… Ap) HN NN k(A). 注意 到 , 若 对 
FEE m 对 所 有 ISS Alm) = J, WHA t > m, A 
Ai(t) = J. 因为 每 个 An , 4 不 包含 零 行 和 零 列 ， 而 因 Alp) 
是 本 原 的 ， 故 上 述 的 整数 m DFE. 
31 3.5.6 VLA = (ni Ab n, yTip A, i) = (Ai, Ap) 
是 一 个 带 同期 p OAR TT AR AR. UME kA) 是 最 小 的 
BEM k > 0, 使 得 AR) = J MAA i= 1,2,---,p, NX. 
证 T A(k) = J, 1 = 1, 2, , 5, II HHU N 3.53, 有 Ak = 
(A, (k), A,). H A = (A,(k + p). . Ap(k + p)) Y 更 
A(Kk) = Ai(k + p) = J, i = 1. . p, H k+p = k (mod p), # 
Ale, 即 ENA) SE. | i 
KZ., KH A;(k — 1) * J, MHA j, MJ AM = (Afk - 
1),- ` „Af 一 1). +, Ap(k 一 191 县 A1 一 (Ak 一 1+ 
p) Ask 1 T5). Ap(k 1+ -A- N A5 — 14 p) = 
J£ A7 1), 于 是 | (| | 
4 —1 = AIT, 
因此 
kA) * 1. 


由 上 所 证 ， 便 得 k(A) = k. 证 毕 . 

31 8.5.7 设 4= (A1, , Ap) 是 带 周 期 p 的 不 可 约 阵 ， 
His < a San, = oA) 是 本 原 矩 阵 Ai, (p) 
usist) 的 本 原 指数 ， 风 


k(A) spma, , 0.) + p — t. .. 
证 h = max(yo -, 0%) ËB k= p f. Ay = 


MALEN u > my, 我 们 有 
| As (ph) = [Ay (pj = J. 
现在 ， 对 1<1<2 A A). N 
dba. £t Les ep- tHl=p+1>p, 


WHE I FIC SijSt0sexp- t) IR ty = I+ q (modp). 
TÉ | 

Ai, = Atte 
H 


Ai(k) = Arla) Arra(k ~ a) 
= 4400) Asaph) Atene (k — ph —- q) 
(m Ailg) As (Ph) Atsgepn(p — t — d) 
= Ag Al- 1 93,17 1,2, . 


由 引 理 3.5.6, 我 们 有 
k(A) <k=ph+p—t 
= pmax(ye, vu) +p—t. 
IK. | 


N 3.5.8 N A= (ni; A1, ny, Ap, ni) 是 不 可 约 的 ， 其 
MMH p, XA m= min(mi mj, ny), 则 


k(A) < p(m? 2 1. 


证 WAI š m = n A Alp) 是 一 个 nix ni 的 本 原 ' 
"BM. H í = = (A. (Y)) < n? — 2n, + 2 = m — 2m + 2 (Bl, 83.4). 


. 221 - 


只 须 在 引 理 3.5.7 PRt=1, í = i, 便 得 
- k(A) « prt p-1Sp(m 275 3) - 1. IE. 


KN, RHI IME Schwarz 定理 (定理 .3.5.2), NF: 
证 (E38 9.5.2) 不 失 一 般 性 , VEA 是 不 可 约 非 本 原 矩阵 
.的 标准 形 A (m, Ay, ` ` npy Ap, ni), 这 里 m f n= n. 
` & m = mind, snp), H| m < r. 


情形 1 m<r-1. BU 3.5.8, 我 们 有 


k(A) < p(m? — 2m + 3) -1< p(r? Ar +6)-1 
«p(r? 2 ＋ 2) T 3. (Ar >m+1> 2). 


情形 2 mer. 

BI ni . + na = n = ASS 1, 容易 看 到 : 
DI p-a MEM tip. RH 1 Sh <i <... <ip Sp 
Bn, =m, = n.. r. MJ =I, p - s, A; (p) 是 
一 个 r+ x r 本 原 矩阵 ， 且 有 指数 y = A) € n? — 2r +2. 

在 引 理 3.5.7 HR t = p — s, 便 得 


k(A) < pmax(yi,,°--.%, )-p-(p- 9) 
< p(r? — 2r + 2) + s. 


特别 地 ， 当 r =I Mn=pts,0<s<p-1h, ER 
到 (ul, ny) PER s+1 个 元 中 至 少 有 一 个 是 1, NN 
An A. U, . , Acai NN lx, 或 ny x 1 ERE J PE 
(BER, FI), 于 是 Als) A. Aen = J, i 1, 5. 
由 引 理 3.5,6, k(A) < s. WEHE. | 

在 [90] ch, Schwarz 仅仅 指出 : En = 7 fl p= 2 的 情形 ， 
定理 3.52 中 不 等 式 的 等 号 是 可 以 达到 的 ， 对 于 一 般 的 n M p, 
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HERES “等 号 是 否 能 达到 7 - HH. 1987F, BER 
MAF (31) 完全 回答 了 这 个 问题 ， 其 中 的 一 个 结果 是 ， 

定理 3.5.9 (31) N Ae IB,,, Hp=2,n=2r4+1,r>1, 
Wi k(A) = k(n,p) 当 且 仅 当 4 置换 于 下 列 Mi, Ma, Ms 之 中 的 一 
+. 


0 AX 0 H. 0 H, 
Mi = a -M= „M3 = . 1 
X 0 » oj” X 0 


70 1 f 0 1 
0 C | _ 
he ZERO | 1 m= 1 
1 O ol 1 0 | 0 
0 1 0-0 (r+Dxr 1 1 0 … 0 (r+1)x¢ 
1 . f 1 1 
2 s. | | (8 | 
1 1/ ea o EOF uni) 
进一步 ， 还 证 明了 


定理 3.5.10 (ai) PEER (A € IB, , * A) = k(n,p)), 
Mr»lr-l(s»0,r21(s—0)H, 分别 可 以 被 划分 为 
2˙＋ 5.21, 277, 和 1 个 置换 相似 类 . l 

上 述 定理 , 论述 了 非 本 原 不 可 约 矩 阵 的 MI 问题 和 极 矩 阵 
的 EM 问题 . 

现在 , 我们 已 经 求 出 了 非 本 大 不 可 约 阵 寒 伍 指数 的 Wielandt 
型 上 界 ， 相 应 地 ， 我 们 亦 可 以 考虑 它 的 Dulmage-Mendelsohn 型 
ER. 

类 似 于 本 原 指数 的 处 理 ， AEA A 可 约 阵 的 乔 伍 指数 研 
| 究 中 ， 我 们 也 可 以 运用 "ipit" 技巧 ， 引 进 k(A) 的 局 部 化 指 
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数 ， 为 方便 叙述 ， 我 们 记 (Ay 为 矩阵 如 MN GR p 

M AC IB. 5, M 1 fi, j Sn. 定义 局 部 指数 kali) 是 最 少 
的 整数 上 > 0, K (47% = (A), NH T> 成立， 又 定义 
一 个 局 部 量 mali j) 是 最 小 的 整数 科 > 0 K (A er)%ů = 1594 
所 有 的 整数 “>0 e 

我 们 已 经 知道 : (4%, #0 当 且 仅 当 有 向 图 D(A) 从 顶点 
;到 顶点 j, 存在 长 为 的 一 条 途径 于是， 下 可 以 考察 局 部 量 
kalij) M mali, ) 的 图 论 意义 : kalij) 是 这 样 最 小 的 非 负 整 
A 使 对 于 所 有 的 1 之 从 D(A) 的 顶点 i 到 j 存 在 一 条 长 为 
Lp 的 途径 ， 当 和 且 仅 当 存 在 一 条 长 为 1 的 途径 ， Ti mali, j) Æ 
. 这样 最 小 的 非 负 整 数 m, 使 对 于 所 有 的 整数 a > 0, 从 顶点 i 到 
j 存在 一 条 长 为 m 十 op 的 途径 。 kA), kalij) 和 mali j) 的 关 
系 可 以 表述 如 下 : 

引 理 3.5.11 ((32]) K 4 e IB, HB 1 5 i, j Sn, MH 

(1) &(A) = marge sen kali. I) 
(2) kali, 3) mali, 3) p I. H mali, j) 2 p — 5 
kali, j) = 0, A mali ) < p*- 1. 

证 (1) 的 结论 显然 ， 我 们 证 明 | 

Bt m-pri | 

1) I= m (mod p), Mf m Hi=m Tap, 3X ell 
个 非 负 整 数 ， 于 是 ， 由 mm MEX, (Ay = (A = 

2) FI I m (mod p), 由 引 理 3.3.2 ii), y anms D(A) 
H, odi 到; 存在 长 为 mm 的 途径 . 我 们 便 知 : 由 i 到 ;不 存在 
长 为 1 和 长 为 i 十 p 的 途径 即 (4) = . 

于是， 对 于 所 有 了 T> m — p +1, H (40% = (4*7) 并 且 
* Sm pl. 另 一 方面 ， 由 m 的 定义 ， 可知 (Am T); = 0 
H (AT = 1. BHH k > m — 2， 由 上 述 两 个 不 等 式 ， qs 
k—m-p-1. 证 毕 . 


. 934 - 


如 时 进一步 定义 m(4) = mexico sen mali j) A 


IMs = {m(A) | A € IB,,,), 
Ing = 600 JA € B. i), 


N, k(A)=m(A)—p+1 H m e IRMA "TP m-prle 
Lo. 于 是 ,对 (A) (BE kali, i) A Lap 的 研究 可 归结 为 对 m(A) 
(K mai, j) M TM, 的 研究 ， | 

对 于 局 部 指数 mali), 下 列 引 理 给 出 它 的 估计 方法 . 

引 理 3.5.12 (32) — Bt 4 € B. v, L(A) = {rura} 
是 有 向 图 DA) HHN EDK. Sf (ri. n) = p. & 
(ri, -- rA) 表示 广义 Frobenuis M, é(ri A) = MU " v» 
Wi dz (Ali. 3j) 表示 在 D(A) rh, MA i Bl j BREDE r, 

的 圈 的 最 短途 径 之 长 ， 则 我 们 有 | 


mali, j) < dp AY, 3) + (ri. rn). 


iE tW 是 在 D(A) rh, MA i B| ; MEN LA) 
所 有 图 长 的 一 条 最 短途 径 ， 则 ， 对 任意 的 非 负 整 数 a1,…, a， 
diay, ) N. Lie air. 是 从 ;到 了 的 一 条 途径 的 长 , 它 可 以 从 途径 
W E Hf ai SEA n; NH (i = 1 入 而 得 到 . ff. S i- . ra) 
的 定义 ， 对 任何 的 非 负 整数 a, di, j) I Sri, . r) Kap 8 
是 从 ;到 了 的 一 条 途径 的 长 ， 由 malis) 的 定义 ， 这 就 证 明了 


malii) < di.) C Ari ra). EE. 


上 述 引 理 告诉 我 们 ， 对 mali, J) (从 而 对 kal J)) 的 估 值 依 
BPM dria (5,3) I dln. . . , n) 的 估 值 ， 而 对 前 者 ， 我 们 可 以 
用 图 论 的 技巧 ， 对 于 后 者 则 更 多 地 采用 数论 的 技巧 . 
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SUL HS, BEW (33) 得 到 了 非 本 原 不 可 约 阵 需 伊 指数 
k(A) 的 Dulmage-Mendelsohn . r5. 

定理 3.5.13 ({33] (34) KA € IB, 8 是 D(A) HERE 
的 长 ， 则 
RUG, RAE. BEM ([35]) 把 上 述 约 办 改进 为 . 


ee. E 


2K. N D(A) SED 3 个 不 同 长 的 图 的 情形 ， 上 述 的 
界 还 可 以 精确 化 为 

EE 3.5.14 (B3) M 4 e IB. „ n = r (Se S-), 
B D(A) @€Z p 3 FR ENR, THEN Po, 则 有 


k(A) < 210 2r +4) +a. 


研究 了 IB. N He AE R EBE. 自然 ， 就 
应 该 考虑 它 的 指数 集 ， 邑 IS 问题 . mms zr (32) 在 1988 
年 首先 研究 这 个 问题 。 
让 我 们 先 考察 ， p 是 否 是 一 个 连续 整数 集 ， 
回答 是 否定 的 . 在 引 理 3.5.7 中 ， 我 们 已 经 研究 了 kA) 的 | 
EN. 下面， 我 们 研究 kA) 1g FR. 把 上 ， 下 界 结合 起 来 ， 
将 会 发 现 LS MIRAE 这 便 是 我 们 研究 问题 的 一 个 方法 
引 理 3.5.15 ([32]) N A= (A1, . . 4p) € IB... B. y; = 
(A. ) BARER Ailp) = Adip tp-1 的 指数 ， 则 


k(A) > py — pti 11.2, P 


证 A (pu-) = (A h # J. 于 是 由 引 理 3.5.6, C4) 2 
“py — p + 1. 证 毕 ， f 
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SIA. BAS 3.5.7 ( 取 t= 1), 我 们 有 
Pi p+1 SKA) <pu+p—l, 18185. (3.5.4) 


下 面 定理 ， 给 出 了 r 阶 矩 阵 本 原 指数 集 E, = I 的 缺 数 
BARER T. , 的 缺 数 段 之 间 的 联系 . 

定理 3.5.16 ([32]) 设 n=prt+s0<s<p-1l,r= [z]. 
WHA é E,, ki S k < ka, W m é In, kip S m S kap. 特别 地 


AGE, = kp £ Ing. 


证 hips m S kop Hm € np M MMF A € IB. 5, 
m = k(A). 

”不 失 一 般 性 ， 我 们 可 设 A 是 非 本 原 不 可 约 阵 的 标准 形式 

= (1, A1, n, Ay, n). 

Mgt +n, = n = pr + 8 < p(r + 1), 帮 存 在 菜 个 <r. 
NA,) = A, Ai 1714-1 An; xn; MARE, H= 
ICA, )), FH e Eu, € Er 

另 一 方面 ， 由 (3.5.4) 我 们 有 


507% -D+l sms pyte-s, 


于 是 ki < y; < ka, A KFH. 证 毕 . 
^ 运用 定理 3.5.16 和 $3.4 中 我 们 给 出 的 本 原 指数 人 E. 2960 
数 段 ， 立 即 可 得 到 np HN N NR. 
Ain, X $34 中 ， 我 们 已 经 证 明了 : 对 所 有 2 - 3r+5 < 
k < 2 2, k é E, r > 5 (事实 FE， 在 回 中， 还 证 明了 : 当 * 
GRAVE 4 RB, HA - Ar +7 SR zr 2r, ké E.), 
出 定理 3.5.16, ZRA Lg 存在 缺 数 段 ， 即 车 r+ > 5 时 ,对 - 
BUE pir? — 3r +5) < m SH. — 2r), m é Inpe | 
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Xp, DHANA, ff NAE. EF (132)) MRAZ 
BER ([85]) 最 后 完成 ， 他 们 的 结果 ， Haka F $l I 

定理 3.5.17 (MRR 李 乔 , 吴 小 军 [32] [35]) ne prts 
(Uso sp-1) M 


Iny = h (n, p) U h(n, p). 
K | 


imp) = fo, 12, „ Be — 2+r + 4| +a} ; 


ssp Ug nor) (3-2) e. 
9. e. dri ra l 

FH. SUD RT ES N f H. HT ay oy 
可 以 看 作 车 干 个 不 可 约 矩 阵 的 组 合 ， 婴 一 一 个 可 约 矩 阵 的 伴随 有 
AA, s 可 以 看 作 是 由 若干 个 强 连 通 分 支 所 组 成， 因此 ， 不 可 约 
Ek. XE NN m. TRL A 
HERRMANN RS, 正 由 于 这 样 ， 它 的 难 
REX 

Be RUD ttika PEM A RAO UST, Æ Schwarz ([36]) 的 
下 列 定理 ， | | 

定理 9.5.18 (Schwarz) . FE HHN NHK N A. ) < 
(n—1Y +1, 如 果 4 AHR, 则 上 述 不 等 式 是 严格 的 ( 即 等 
BAR RY). 

. B 1970 年 以 后 的 近 20 年 间 ， N NEE RCT 
几乎 没有 什么 结果 ， 

1990 F, AB REM ([34]) 从 考察 可 约 矩 阵 对 应 的 一 一 般 有 向 图 
HF, Sd RUNE QE MA AD, WATTER 
Dulmage-Mendelsohn 型 上 界 . 
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定理 3.5.19 (WER (34) 设 n 阶 布尔 方 阵 4 的 伴随 有 
BiB] D = D(A). W so 为 D 的 诸 强 分 支 中 名 最 小 辕 长 的 最 大 值 
(者 或 分 支 均 为 无 环 的 点 ， 则 so = 0), no 是 D 的 最 大 强 分 支 中 
所 含 点 数 ， 万 ED 中 所 有 图 长 的 最 大 公约 数 ， 则 有 


k(A) € n -- 0 (5 -1). 


易 见 ， 上 述 的 界 概括 了 关于 不 可 约 阵 和 本 原 阵 的 结果 . 

| 34 4 是 不 可 约 阵 时 ， no = n, fo = p, so 便 是 D(A) 的 最 小 
Bi. WA | | m 
| KA) €: (2-2). 

当 A 是 本 原 阵 时 ， p=1, 便 得 


37(4) = k(A) € n+ so(n — 2). 


由 定理 3.5.19, 亦 立即 导出 定理 3.5.18. 
现在 ， 我 们 用 定理 3.5.19, 研究 可 约 矩 阵 的 最 大 筹 合 指数 


HE. AER 
5133 3.5.20 Hn BPR X 有 如 下 分 块 形式 ; 


B 0 
— ) T 


Hh B 38 n -1 MARA, a € (0, 1}, M a = 0 时 有 
k(B) < k(X) < KB) +1. | 
而 当 a=1 时， 有 
k(B) < k(X) < max(k(B),n -1} 
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E GA & (B) S KX). 
a = OH. AARE 


. peti f 0t 
Xx : | {3.5.6} 
1 abf |0 f 


于 是 有 XII B01 — XR, E : 
HX) € k(B) 4- 1. 


当 a=1 时 ， 由 归纳 法 可 以 验证 


yeu p “To | 
a+ B+... BP) 1} 


KIKA 1839 55888. HFH ky > n — 2, n 2 
时 ， 必 有 I 


I+B+-.+Bh = I+ B+. +B 2 = I+ By. Be 
‘WS m > max(k(B),n — 1} 时 ， A R X. & 
k(X) < max(k(H),n — 1]. 证 毕 . 


。 "m 3.5.21 dn23,AJX n BAR. K 4) 

—5n- 9, MA N AT 可 置换 相似 于 某 个 具有 (3.5.5) 形式 的 

EW X, ARH X WFP B 35 1K EBE, 其 位 有 向 

D(B) 的 最 小 图 长 是 m= 一 2 

| 证 JH k(A) > n2— 5n + 9 > n, RI D(A) 至 少 合 一 个 非 了 
凡 强 分 支 ( 即 不 是 一 个 无 环 的 点 ). 否则 ， An = an = 0, 便 得 
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KA) TA. KA) se (Cà +2), Ack i no fo IER 
3.519 所 定义 .由 4 可 约 有 | 


ao < Tto nl. 


情形 1 1 So 3 3.10 . 

EC G- 3) (- 120 n — 51-9. 矛盾 1 

情形 2 # so=a—1, M m=n—-1 1; 此 时 必定 ARA 置换 相 
似 于 具有 (3. 5. 50 K HN EAR PE X, ELIGE RUP. X 的 子 阵 B 是 个 


n—1 BYE PE, BI. iF, If & (B) O. 由 引 理 3. 5. 20 
知 


KAX) Lmax (£(B)-H a 1) a <n? -en EN T 

.情形 3 若 wm 一 m 一 * 一 2, 则 

* A ST (a—2) (n —4) «n! —5n4-9, FI. 

Hi JC N, (A) nh bn + OBS , 8E, 2, 3 均 不 可 能 出 
现 ， 从 而 只 能 有 s =n-2 H no =n 一 1. 此 时 必定 4 或 47 E 
换 相似 于 某 个 具有 (3.5.5) 形式 的 矩阵 X, 且 其 中 的 子 阵 B 是 
个 mn 一 1 阶 不 可 约 矩 阵 ， D(B) 的 最 小 轿 长 为 a 一 2. 

车 B 不 是 本 原 阵 ， 则 nn 一 1 阶 强 连通 有 向 图 D(B) 的 所 有 
围 之 长 均 为 n 一 2. 易 见 ， 这 时 ， B= Bun, 从 而 B 必 为 本 原 
矩阵 ， 证 毕 . 

定理 3.5.22 (MER [34]). 

h 对 任 一 二 阶 可 约 布尔 矩阵 A, 均 有 


(A) < (n 2) +2 (8.5.7) 


U)3 nz4BM, (357) 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ; A 
Gk Ar 置换 相似 于 如 下 的 n 阶 布尔 矩阵 Ra 


g 0) An 1,2 Uf. (57 显然 成 立 — 

Nu > 3, K k(A) < 9” n +9, MN k(A) < (n - 2} +2. 
E k(A) > n? — 5n + 9, Mi 81 K 3.5.21 A N AT 置换 相似 于 
STA (3.5.5) 形式 的 矩阵 X. 由 定理 3.5.18 K 33.4 X 
TRA 1 F BE MB) S (n - 2 1 FR 由 引 再 
3.5.20 得 | 


k(A) = k(X) cmex((B)tLn-i ——- 
< (n - 2) +2. E m 


O 充分 性 : BARAT 置换 相似 于 R. N MA) = KR.) 
直接 计算 可 得 | 


. Ro» = 


SOR (Ra) = (n — 2 +2 从 而 KA) = (n - 2)? +2. 


B tk. n> 4, K b(A) = (9-2)? 2, MEC 0 > cin 


由 引 理 35.2150, AMAT 置换 相似 于 具有 (35.5) PRHE 
X 其 左上 角子 隆 B, 有 MB) 8 25 +1 BX MATA 


T a = 1, 则 由 引 理 3.5.20 知 
k(A) = k(X) S max(k(B),n — 1) < (n — 2 +1, 
矛盾 ! BH a = 0, 此 时 
(n— 2)? +2 *) = R(X) < (B) +1 < (n - 25 € 2. 
AW. kB)e(n-2!41 FR, B 必 置 换 相 似 于 k. 的 左 


EAA INA. 再 经 一 次 置换 相似 后 ， 可 不 妨 设 B H 
,的 左上 角 n 一 1 阶 方 阵 ， 由 计算 得 


ERO = KA) = G- 2) 2 Kg Ki A Rea, 
WE RI (3.5.6) 式 知 必 有 | 


a ` poe» £ a- Bu- 1. 
由 此 推出 o NA 
a = (1,0,+++,0). 


从 而 4 或 AT 置换 相似 于 Ru. I H. 
在 研究 可 约 矩 阵 的 需 伊 指数 集 (IS 问题 ) 之 前 ， 可 以 证 明 : 
n 阶 可 约 布尔 矩阵 的 智 伍 指数 集 存在 着 “ 饼 数 ”, 即 并 非 1 到 


(n- 27 +2 之 间 的 所 有 正 整数 帮 是 基 一 n ' 阶 可 约 布尔 矩阵 的 l 
A scie 
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定理 3.5.38 ”不 存在 任何 n 阶 可 约 布尔 矩阵 A, 使 
n? —En+9< k(A) < (n — 2)?. (3.5.8) 


Ë 用 反 证 法 . A n TOM A, 使 (3.5.8) KN, M 
Vn 2 7. 由 引 理 3.521, 知 此 时 A 或 AT 置换 相似 于 某 个 具有 
(3.5.5) 形式 的 矩阵 X, 其 中 X 的 左上 角子 阵 BY n 1 阶 本 
TER. DB) 的 最 小 图 长 为 n — 2. 不 难 验证 UL [5]), 这 样 的 
有 向 图 D(B) 在 同 构 意 义 下 只 有 两 个 ， 它 们 GENERNE 
(n-2* M (2) ＋ 1. HK, RIA 
(4) = R(X) > k(B) > (n — 2), 


这 与 K4) < (n- 2% FFH. EK. | 
N AT NH, ME DENN A. ETN 
证 明 ， 对 于 一 般 NN EEE, XK bark ipay hak E. 
定理 2524 Mn 2 13, RIS n 为 偶数 时 ， 不 存在 任何 
uf A, d 


n? — 4n + 6 < k(A) < (n — 107 m 
而 当 n 为 奇数 时 ， 不 存在 任何 Lnd A, 使- 


n? 4n +6 < (A) <n? -m+ 


n?—3n+4< (A) «(n—1). - 
OE £ 4 e B., 着 4 是 本 原 阵 ， 则 由 534 的 结论 GR 
X E), EER u. BACK. MAER 9.5.22 知 一 


MA) c» - 4n +6, 
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结论 亦 成 立 . 车 4 为 不 可 约 非 本 原 阵 , 则 p(A) = p > 2. 此 时 ， 
n= pr +a, K HOS s < p= 1, MH 3.52, 
k(A) < p(r? — 2r +2) + 8 
S plr⸗ * 5) — — 2(pr + 8) — 3(p — 8) 
< pr? + 5p~ 2n 一 asin +3n— 3 
< jn! +3n — 3 < n — 4n - 6, 
所 述 结论 成 立 ， 证 毕 ， | 
ETH RIEPER-- Mots AR XE PEE k PRI E 0 3] 
MA. KH. BRE, WMS AHT (37), 他 们 得 到 
TFA E | | 
定理 3.5.25 ([37]) N En, Rn, Bln BMRA n 阶 本 原 布 
RE MT NK f, fü Brie IR DERE N A. N 


.. fl, = Un Uso E. — * J). 
BI, = u US o (E... +j), 


此 处 ， E. TJ: la Tja é E.) ` 

| FARES b (r Ee 工作 
. 才刚 刚 开始 . 

Jn, WR, BMH, 李 乔 良 ({38}, 39]), WES A d 
EN 5836. n HMH RAT (1 < d n) BRE SCIES, A FAR 
R: | | 
E 3.5.26 ([38], B9) WABAA d 个 正 对 角 元 (1 < 
d < n) Mn HfM RNA, M 4 MRR ` 


d- 19 1, 1848 k= ; 
LN "A 2 — 


. 945 . 


这 里 ， [z] KN FN z 的 最 小 整数 . 
对 于 有 广泛 应 用 的 一 般 双 随 机 阵 ， 我 们 有 
定理 3.5.27 (HW, BMH, RANE aO) K 4 En r 
双 随 机 非 负 和 矩阵 ， 则 MEE 7 


n^ . - ^ 
k(A) < | | | 


[E], s wag, 
且 不 等 式 的 界 是 可 以 达到 的 . | 
$3.6 “密度 指数 


RAA nME, EEFI A, A2,.. DT 
中 1 的 个 数 的 最 大 值 称 为 4 的 最 大 密度 — 记 
400 = max,, [| Al. 这 里 用 MI & N MAKE N M 中 1 的 个 数 
(E 25 中 ,我 们 曾 用 o(M) 表示 它 ) 刀 的 最 大 密度 指数 (index 
of maximum density) 定义 为 ， 


(A) : = min(m € Z* | [Anh = B(A}. 


对 于 本 原 矩阵 A, BA HA) = n^, ⁴) = (A). 因此 ， i 


度 指数 的 研究 一 般 以 非 本 原 矩 阵 为 对 象 . A 4 的 周期 p > E 
B5. (A) «n, h(A) < k(A) -p— 1. 

现在 ， 我 们 考察 不 可 约 非 本 原 布尔 矩阵 集 IB. HRA 
度 和 最 大 密度 指数 . 

我 们 的 方法 是 , 寻求 以 A) N) 的 联系 用 k(A) 表达 h(A). 
为 此 ， 我 们 先 证 明 关于 kA) 的 下 列 定理 ， 因 为 k(4) TEN SUE 
似 下 不 变 ， 我 们 总 可 以 假设 所 论 方 阵 4 是 标准 形 的 ， 

定理 3.6.1 设 A==(m, An „A: nps Apon) EIB. vid 
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70 0 N 
0 0 J 0 
0J:..06 . E 
Bo = „ A= : , 
| 0 0 0 J 
00...J | 
| J 00 0 
0 0 J 0 
000 J 0 
B; = Bi = 1" 
`: 0 0 O J 
J 0 0 0 0 
0 J 00 0 
0 0 0 7 
J 0 0 0 
. Bp-1= BP”! = J 0 0 
0 0 Jo 


pn 阶 布尔 方 阵 ， 它们 都 按 4 bv. 0 和 了 分 
别 是 到 当 大 小 的 全 零 和 全 1 矩阵 ， 则 


* A) = minſm € Z+ : A" = Bj, j =m (mod), 
OS js p—1}. 
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-证 $ k=k(A), k = qp i, K. - jz). 0<j<p-1.: 
因 每 个 Alp) WAR, id e= maxi sisp YAs(p)) Hj A = 
Bi k 的 定义 可 知 ， 


Ak Ale — Ae, 


而 APP = By = Alete = By 一 A= By, 从 而 A. = By. 
Hi mo = min{m SZ.: A^ = B,,j = m (modp),0 < j < M 
则 以 上 证 明了 : mosk-k(A) 

另 一 方面 ， 设 m=ptj, 1. o 1 
AT» = B; == Amt? = B, A? = Bj, 从 而 大 = k(A) < mo, 因此 
- k(A) = mo. TE. 

由 此 定理 ， 我 们 也 可 以 导出 在 引 理 3.5.7 和 引 理 3.5.15 中 
已 得 出 过 的 结论 . | 

K 3.6.2 记 闻 = hip) 则 对 每 个 11, p. K 


pin — 1) < k(A) < piy: +1). 
证 对 人 和 任 一 个 1, 18 1 2 p. Hi ^f 定义 可 知 ， 
(Ap)! ç J — A S Bo = (A) > = 1). 


EE: 方 阵 的 零 次 短 是 单位 方 阵 . ) 
-要 证 k(A) < p(w +1) 只 须 证 对 尾 一 个 3 1 < j sp, 
uM" 1)- J. jd i & j+t (mod p), 这 里 0<t<p- 1, MI 
= Agta, Bt (Ay+e(p))™ = J, 从 而 


Af + 1)- 一 1) = = Aj (+ p-}) 
= (A, A Apoc) 4 Aj+p—2 
= Aj( (Aja) A (p — 1— t) 
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= 了 Tk. 


“在 研究 4 的 最 大 密度 指数 之 前 ， 我 们 先 定义 向 量 的 循环 
用 期 

一 个 行 向 量 (a1,42,…,ap), Ë 的 循环 周期 7(a1,…,a;) = 
min{m E 21: (ar, , a) = (ai, „ah, ai, „d)]. 5 
bai, , ay) | p. 

下 面 关于 密度 指数 的 定理 最 早 是 Heap 和 Lynn ([29]) 在 
1966 年 得 到 的 . hA) HRHRNNNAT TNA IT (a) £ 
1988 年 提供 的 . l 

定理 3.6.3 (ef 1) HAC Bnp, B AXES (m, A, 
na, Aa, , u, Ap, ni), N 

00 (A) = Lien nó 

(i) B(A) = min(m € Z+ : m > KA), r|m) = r T. 

XA r= 7(n . ny) Ef EA (ur, 2, ,np) 的 循环 周期 . 

证 m e ZU, m = j (mod), 0 < ; < p 1, Whee 

3.6.1, 


m > ] =. A" = B; => HA Yine 
izi 

(OMA) = AP $ Bi = A" < Yrs 
1 2 nn = 1-16 = niy)? > 0, 故 由 

前 面 关 系 式 可 得 lam] < YS. 15 对 任 一 m E Zt NW. H 
lA" = Dla €x m > k(A), Hn = ni, Mi I, sp 成 
Lem 之 k(A), B T(mi, , ny) 5. 因为 T(n1,°-+, ny) | p, 所 

BA G) Gi) RHE. 证 毕 . | 
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R(n, p) = max{h(A) | A € IBa,], 


在 文 29| 中 ， Heap 和 Lyin 涉及 到 对 Kn,p) 的 研究 ， 但 真正 
SMALE MRI la) 中 的 下 列 结果 ， 
EM 3.6.4 (N. SERIO) E ez 
则 | 


ing) = =p [ea a) | 
pir? —2r+2), Fr 1, 0; 


pir? — 2r + 3), 7 1,0 K 4 
P. 2 , 0 K = 
| 1, 2 1, 0, 
县 当 &(A) = = k(n,p) KH. A h(A) = h(n,p), 这 里 kn, p) = 
{k(A): Ae IB. . 
”证 由 定理 3.6.3, 我 们 有 
k(A) k(A) (n, p) 
ma =r [E] s, [89] s [522]. 
这 里 r= (115 ny). 
又 由 定理 -3.5.2， 3.5.9, | 
kA) = En, 5) 
=> 4 有 标准 形式 (ni Ai, ur, Apm) 
A Gt heart hiner) 
+=p( 荐 1<s<p- )Rr-1(É4»1 e-0). 
h(A) = p [&(n,p)/P]. 


HJ 


. ORM . 


于 是 ， 便 得 定理 的 结论 ， IEK | 
JF E RE SA M TERRA, MRA M, tari 
研究 它 的 指数 集 


H(n,p) = {h(A): A€IB,,]). 


BAR, H(n,1)= E, 是 寺 阶 本 厌 矩 阵 的 本 原 指 数 集 . 下面 的 定 
理 证 明 ， 在 H(n,p) 中 仍然 存在 缺 数 段 . 

EI 3.6.5 ([41]) n=prt+s,r=|n/p],O<s<p-1, H 
k € E., ki < k S ka, 则 对 所 有 bip < m < kap, m é H(n,p). 

证 me HG, y) H kip < m < kap, MIN A € IB. p, 
m = h(A) 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 设 : A 是 标准 形式 A= 
(01, Al, na, 43, „ ny, Ap, m). H ni np = n =p +s < 
P(r + 1), AREER n Sr. 现在 Alp) = Ap Atti, Ape 
是 一 个 n; x nj 的 本 原 矩阵 ， 故 7 = Y(A;(n)) € Eng C E. 

另 一 方面 ， 我 们 有 ely 3) < m < piy +1) (NR 3.6.2), 
于 是 


Piy — 1) < kap fll %; S ku, kip < p(y; +1) M ki 5. 


R K S Š be Ë. y; € E. SNRF. EM. | 
”注意 到 关于 E. 的 缺 数 段 的 若干 结果 ， 我 们 立即 得 

R366 n= pra, r= |n/p}],0<s<p-1, 

G) Æ r RBM, He > 5, 则 Hip) AME [p(r? — ar + 
5) + 1,p(r? 一 '2rjj*. 

(ü) Hr BRM, B + > 4; M Hd, p) TRE pir? — ar + 

7 +1, p(r? — r)]. 

对 于 一 些 特殊 类 的 非 本 原 不 可 约 阵 的 密度 指数 目前 得 到 

的 结果 不 多 ， 
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N SIB „ E n 阶 对 称 非 本 原 不 可 约 阵 的 集合 ， 则 了 = 2. 
于 是 ， 下 列 定理 是 定理 3.6.3 HURAE. | 

II 3.6.7 Ae SIB. a, 4 有 标准 形式 4= (m, Al, na, 
Aa, ni), 则 


h(A) Í Ke #m= 
BU 260 dn V ma. 


注意 到 : 4 e SIB. 2 M, D(A) 是 一 个 二 部 图 . 记 D(A) 
的 直径 为 d(4), PEH: k(4) = d(4) - 1. 于 是 ， 定 理 3.6.6 
的 结论 等 价 于 : 


4 Í d(A) — 1 Ens 
h = 
(4) 2 aa) -| Bn na | 


HF | 
SKaa= {k(A) : À € SIB, 2] 


SH = {h(A) : AE SIB, 2), 


由 结论 k(A) = d(A) — 1, 运用 下 列 图 G 


3.8.1 


我 们 可 以 证 明 ， 对 任 一 个 ke " n 2e, 存在 一 个 二 部 图 G, 使 
* =k, 即 


SKn2 = {1,2,.……,n— 2}. 
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类似 方法 ， 可 以 确定 SH, RT 
定理 3.6.8 ([41]) 


SHa =I, n 2e, 34 n EAH, 
5H = [2,n 一? 中 的 所 有 偶数 ， 当 n 是 奇数 . 


除 上 述 结果 外 ， 张 克 民 等 在 Moon 的 工作 基础 上 ， 完 全 确 
ET ” 阶 竞 赛 图 的 最 大 密度 指数 集 . 

定理 3.6.9 (420) ie ST.(h e Z+ | FEM n 阶 竞赛 矩阵 — 
4, 使 MA) = hy, NI E | 


{1} 007 n —1,2,3; 
{1,9} n=; 
11. 4, 6,7, 9) n=5; 


I (1,2,--.,8,9) (2) n= 6; . 
11, 2, n-2)A(2) n= 7,8, 18; 
11,2. +2} n 2 16. 


93.7 本 原 指数 的 拓 广 一 广义 本 原 指数 


| 本 原 方 阵 及 其 指数 理论 ， 与 数学 的 某 些 分 动 有 着 害 切 的 联 
K. 在 理论 和 实践 上 都 得 到 应 用 , 如 竞赛 图 理论 中 的 名 次 排列 
JA, 就 水 及 到 得 分 向 量 所 成 矩阵 的 本 原 性 问题. 计算 机 科学 
关于 网 络 可 控 性 研究 中 的 时 间 同 步 性 问题 ， 所 考察 网 络 中 各 
所 间 的 最 短 同步 到 达 时 间 ， 就 是 该 网 络 所 对 应 和 矩阵 的 本 原 指数 
可 题 (L $3.1). 

”我 们 注意 到 ， 在 有 限 马尔 柯 夫 链 理论 中 ， 转移 概率 的 遍历 性 
用 遍历 指数 的 问题 ， 与 本 原 矩阵 的 局 部 性 质 有 着 自然 的 联系 . 
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在 实际 应 用 中 ,我 们 曾 考虑 过 一 种 称 为 非 记忆 通讯 系统 (mem- 
oryless communication system), EKHN Af n 个 预 点 的 有 
fami D. 假设 在 时 间 t=O, D há k THA (1 < k < n) 
掌握 着 各 自 不 向 的 一 个 信息 ， 当 t= 1 时 ， 每 个 顶点 把 掌握 的 
信息 传递 给 相 邻 的 顶点 ， 而 自己 却 失 掉 (忘记 了 ) 这 个 信息 . 
4k, 它 可 以 同时 接收 来 自 邻 点 的 信息 . 这 个 系统 用 此 方法 运 
HE. 如 果 网 络 D 是 一 个 本 原 图 的 话 ， 我 们 可 以 保证 ， 至 某 一 时 
A D 的 每 个 点 都 可 掌握 原来 的 上 个 信息 ， 一 个 自然 的 问题 
是 ， 最 短 的 时 间 是 多 少 ? MEAR k A. N, KEKSA 
一 个 信息 ， 那 么 又 需要 多 少时 间 ， D HA NN AE K 
这 个 信息 ? 

理论 和 实践 向 我 们 提出 新 的 挑战 , 我 们 有 必要 更 精细 研究 
本 原 矩 阵 的 指数 问题 ， 从 这 一 基本 观点 出 发 ， 我 们 拓 广 了 传统 
的 本 原 指数 概念 ， 引 进 了 广义 本 原 指数 的 新 课题 ([43]). 

众所周知 ， 伴 随 有 向 图 是 刻 划 布尔 矩阵 ( 非 负 矩 阵 ) 零 位 
模式 的 最 好 组 合 模型 在 下 面 的 定义 中 ， 我 们 用 有 向 图 而 不 是 
用 矩阵 来 引入 新 的 定义 . 

在 本 原 矩 阵 理论 中 ， 热 知 ， 一 个 本 原 短 阵 一 一 对 应 于 一 个 
这 样 的 有 向 图 (可 以 带 环 ), 它 是 强 连 通 的 ， 并 且 所 有 不 同 图 长 
的 最 大 公约 数 是 1, XF HN NMR TIN N N N f H. 

N DH TMA 1,2,…,n NH NH. REX 
expp(i, j) : = 这 样 最 小 的 整数 p, NN TAK t > p M! 
到 了 都 有 长 为 上 的 途径 Qui < n). 对 于 一 个 图 D, BHA 
expp(i,) 都 是 有 限 的 ， 则 DD 是 本 原 的 ， 并 且 本 原 指数 便 是 


exp(D) : = max{expp(i, )). 
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be) = max{exp(D)}, 
这 里 ， 求 最 大 值 max RMA n HARD. PAR (IL $3.4) 
exp(n) -(n-1P 1. — 
我 们 定义 顶点 i 的 “点 指数 ”为 
expp(): = max(expp(ij)), i= 1,. 


FH, expp(i) 是 这 样 的 最 小 整数 .p， EN í 到 每 一 点 了 都 有 
长 不 小 于 p 的 途径 由 此 ， 亦 可 得 


exp(D) = mp (expp())- 

为 方便 处 理 ， 我 们 可 以 选择 D 中 顶点 的 次 序 满足 

expp(1) < expp(2) < --- S expp(n).- 

便 得 exp(D) = expp(n). | 

我 们 定义 

exp(m k) : = maxfexpp(k)}, b= len 
此 处 ， 求 最 大 值 max BOR SPEI n MERA D. E 
exp(n, n) = exp(n). 


ERE n MERE (本 原 矩阵 ) 的 指数 . 

现在 我 们 可 以 看 到 ,在 本 节 开 头 的 信息 传递 例子 中 ， 车 项 
点 1,2. „ k, 在 初始 时 掌握 了 个 不 同 的 信息 , :把 它们 传导 
每 一 个 顶点 的 最 短 时 间 (以 每 传递 一 次 一 个 单位 时 间 算 ), 应 是 
expp(k). 
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WX SARA D SMART k FK, 1<k<n. 
NFA X, 我 们 定义 expp(X) : = 这 样 最 小 的 整数 p, 使 得 对 D 
POEL 从 X 中 至 少 有 一 个 点 ， 存 在 从 此 点 到 ; 的 一 条 
长 为 p (从 而 大 于 p) 的 途径 . 

REE k 个 顶点 掌握 同一 信息 ， 传 递 到 D ch Hf H I Nr N 
费 最 小 时 间 的 数学 模型 . 

定义 
| f(D, k): = minfexpp(X)) 


iit, RAM D 的 所 有 顶点 子 集 ，f(D,k) HA D m 
$8 k BF HR (the kth lower multiexponent). EREA D 
中 ,把 一 个 信息 从 个 点 传递 到 每 个 点 所 耗费 的 最 小 时 间 . 而 
# F(D,k) : = marx (expp(X)), 此 处 ， 求 最 大 值 路 遍 D 的 所 有 
k HATS. F(D,k) RA D 的 第 有 重 上 指数 (the kth upper 
, multiexponent). ERRA D 中 的 大 个 点 ， 把 一 TAARNA 
点 所 耗费 的 最 大 时 间 ， 
容易 推 知 


F(D,1) = expp(n), 
f(D,1) = expo (1). 


REX 


f(n,k) = max f(D, ), K 1,4, n. 
Flu, k): max F(D, E. k = 1, 


LAREKI max 均 是 取 饥 所 有 n 阶 本 原 有 向 图 D. ans 
EL 


fin, n) =0, fin, 9 — ,exp(n, 1), 
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F(n,1) = exp(n). 


对 于 本 原 图 D, EH. 我 们 已 引入 了 三 个 指数 expp( f(D, 
k) 和 FCD, H. 这 些 指数 的 特 款 ， 便 是 一 般 传 统 的 本 原 指数 ， 因 
此 ， 可 以 把 它们 看 作 是 本 原 指数 的 拓 广 一 一 广义 本 原 指数 ， 

我 们 已 经 看 到 ， 广 义 本 原 指数 的 实际 背景 现在， 从 图 的 
邻接 矩阵 的 观点 ， 考 察 广义 本 原 指数 的 代数 及 组 合意 义 . 

把 n 阶 本 原 图 D 的 邻接 矩阵 记 为 ACD), W AD) 是 一 个 
n Br (01) 方 阵 ， 并 且 可 作为 一 个 ” 阶 本 原 布尔 方 阵 ， 设 大 是 
一 个 整数 ， 1 < 上 Sm 

expp(E) 是 A 的 最 小 矫 指数， 使 当 在 这 个 矫 中， 存在 着 上 
个 全 1 行 . 

. % 是 A VIRGINE Ses FER k 
行 组 成 的 子 矩阵 ， 此 子 矩阵 中 无 零 列 ， 

F(D,k) 是 4 MENERA, frs Tae, 不 存在 k 
HAI TEM, MF PED. 

Hi expp (E), f(D, k), F(D, k) BI) exp(n, k), f(n, K), F(n. k) 
是 我 们 研究 的 目标 , 我们 将 求 出 它们 的 值 ， 或 估计 它们 的 界 . 

在 $3.4 ch, EEUH, — n 阶 本 原 矩阵 指数 的 上 确 界 ， 
在 置换 相似 的 意义 下 ， 当 且 仅 当下 列 矩 阵 可 以 达到 

0 1 


Wp = . 1 n > 2. 


_W 所 对 应 的 有 向 图 同 构 于 下 列 图 Dn- 
下 面 我 们 将 看 到 ， 在 广义 本 原 指数 理论 中 ， D. 仍然 是 一 
ARER. 
我 们 先 研究 expp, (k), J Da, , F(Da, k). 
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i RGO 为 从 图 D, HHH MA í (I Sign) KA 
的 途径 所 能 到 达 的 顶点 的 集合 . 下 面 我 们 提 到 顶点 {1,2,… ,mn} 
中 的 标号 时 ， 是 对 mod n 而 言 的 . 


图 3.7.1 


引 理 3.7.1 。” 设 上 是 一 个 非 负 整数 ，t = p(n ) cns 此 处 
p20H1zrzn-1 

2 (n-2)n—1) 1, WÍ R,(1) II, n). 

车 i < (n-2)(n—1)--1, M F,(1) -r. pr. 1L 
7,0 —r). f . 

证 ”可 直接 从 图 D, 的 定义 导出 . 

98 3.7.2 ff m 是 D, H- N, 1 Sm Sn, - 
ERER, tn - 1 Tr, AH p20 B1<r<n-1. 

# t > (n — 2)(n —1) + m, N R,(m) = LI. , n] 

3⁄⁄ 0 < t< m-l, M R,(m) = (m - t). 

X m — I < t < (n — 2)(n — 1) + m, Bj Rim) = Ri-m41(1).- 
即 Re(m) 是 在 mod n 的 循环 集中 的 一 个 长 为 p 十 2 的 区 间 . 

证 ”可 由 引 理 3.7.1 导出 , 只 须 注意 下 列 事实 : K D. 中 ， 
恰 有 一 条 张 离开 顶点 并 且 进 入 顶点 k 一 1,2 < k < n. EK. 

定理 3.7.3 


expp. (k) =n2—3n+k+2, (18K Sn). 
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iE 185/39 3.7.1 和 3.7.2 得 | 
expp, (k) = (n — 2)(n — 1) +k 
=n? 3n +k+2. WE. 
定理 3.74 Ku REM, k 是 正 整 数 1< k < n, Wl 
I., k) 21 (2n -k 2) LG 1 — In- /R]* k. 


证 Ff k-2,gX BAR. | 
RAE k < n, Ku — 1 = s mod k, XH O < s < k Hi 
q= lin —1)/k], 则 所 求证 的 关于 f(D.,k) 的 表达 式 等 价 于 


IVa, K =D - 2) +1+ s(a +1). 


RAVER —T k WAR X, N expp (X) ALEME. 
eM X = fi, POI E * — 1), 其 中 


11 =1, 
ij 1-12 4/1, #2<j<s+1, 
iy —tj1 = g, F s+2 < j < k. 


由 引 理 3.7.1 和 3.7.2, 我 们 有 | 
Birnie) = In 1. n, 1, 2,1 +g -2) 
Fan ipai) (ia) = fia — 1,42, , 42 +g- 2) 

Ni F(a-i)(a- 1) (ih) = {ir 1, ix, + +q — 2). 

我 们 注意 到 

(ü — 1) - (i-i +q — 2) = ij 1-1 471 
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2 42838211, 
1 F272 K. 


FE, RTRY = (i T1155 Se] 的 点 以 外 的 所 有 点 都 
可 以 由 大 的 某 一 个 点 ， 用 长 为 1+(n 一 1)(q — 1) 的 途径 到 达 . 
MAMER, D, 的 所 有 点 都 可 以 由 集 了 = {1,…n}\Y, 用 长 
A s(a + 1) 的 途径 到 达 ， 而 不 能 都 用 长 小 于 s(a + 1) 的 途径 到 
过 | 

A, i+q-1=s(g+1)-1,F#, n fl n — 1 不 能 由 集 
YEKA s(a +1) - 1 的 途径 到 达 . 但 是 ， 它 们 和 Ds 的 其 它 点 
都 能 够 从 集 Y, 用 长 为 s(a +1) 的 途径 到 达 ,， Ast, RX 有 所 
希望 的 性 质 ， — m 

BLA X* = luz, uk) 是 D. 的 任 一 个 顶点 集 , RIA X° 
的 一 个 顶点 开始 ;用 长 为 1+ (n — 1)(e — 1) 的 途径 可 以 到 达 至 
En- PMA. T KGA AU N u, 此 处 4 < s(g+1)— 1, MH 
加 长 s(q--1) — 1 的 途径 也 不 能 到 达 顶 点 n 和 n 一 1. 于 是 


expp, (x) 2: (a — Dn 7 1) 1- e(g + 1). 


现 设 RC BE HI X HET (n- 1) (a — 1) 的 途径 所 到 达 的 
A, Hu < s(q+1)—1, 则 可 知 , i = 1 Hua € i = 1+(k—1)q+a, 
于 是 ， 我 们 要 增加 一 条 至 少 长 1) 的 途径 才 可 到 达 D, 中 
的 所 有 顶点 ， 证 毕 . 
Je 3.7.5 X n—t1z0modk, II 
f(D,,k) =1+ feb De 


X n/2 < k < n — 1, Bil 


F. D., = 2 -I. Ps 
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最 后 ， 我 们 确定 F(D,,k) 的 值 . 
”定理 3.7. Rn Ak WEEK. 1<k <n, Wl 


F(Ds,k) = G- k) +1. 


E NX kE D, H FMN X = [I, . ,k— 1,n). 由 
5|38 3.7.1 和 3.7.2, H X MKX (n — 1)(n — k) B) AE BE SEA 
顶点 于 是 


F(D,,k) > (n — 1)(n — k) +1. 


又 由 引 理 3.7.1 和 3.7.2, MH RNA FMH KEN (n — 1)(n - 
k) + i RETE. WUBI n AURIS MERICOR SECHS — 1 COS 
n-k+ 的 区 间 内 的 点 ， 但 任何 类 个 不 同 的 这 样 区 间 ， 必 可 可 
HABA 1,2, n, (mod n). FA, WHE k THAR X, 


expp (X) < (n — 1)(n — B) 41. 
便 得 | 
F( Du, k)&(n-1)n—E 1. HK. 
下 面 ， 我 们 导出 数 expo (B). | 
设 DD 是 nn 阶 本 原 有 向 图 ， 上 是正 整数 1 < k < n. 在 这 
一 段 里 , 我 们 将 用 D 的 最 短 轿 的 长 给 出 expp(&) 的 界 ， 并 导出 
exp(n, k) nh. 
LE 3.7.7 M D RRR WAI 1,2,…,n HR 
图 ， 呈 中 个 顶点 有 环 (r > 1), 则 
| n-1 | H k < r, 


| SEMEN F kr. 


证 设 z 是 万 中 的 一 个 环 点 ， 则 epp(z)£n-1 
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车 存在 7 PRA, Hk <r, 则 expy(k) < n - 1. 
现在 ， 设 hk>?r, 工 是 也 中 的 所 有 环 点 所 成 之 集 . H D A 
”本 原 的 ， 故 DD 是 强 连 通 的 即 存在 一 个 天- r RARR X. 
EL MENS IN. FR, ELUX 中 的 个 顶点 的 
每 一 个 有 指数 < (n - TLK r. | 
因此 , 第 个 最 小 点 指数 expo (E) < m— 1)--k—r. TAK. 
定理 3.7.8 (Brualdi, MAM [43]) HD E n AMA IS] 
E „ DAA K, W| D 的 第 个 最 小 点 指数 ， 满 足 
$(n—1) ` A k < s; | 


os 人 ve X k > s. 


iE RDO TNT MANN, HUMAR VDO Vb, f 
DO ch, N NY SOS R RE D F, JK z My HEH s 
的 途径 ， 于 是 ， DU 是 至 少 有 s 个 环 的 本 原 有 向 图 . 由 引 理 
3.7.7, 便 得 定理 . EE. 

引 理 3.7.9 设 D 是 有 n 个 顶点 的 本 原 有 向 图 ， 则 


expp(k) Sexpp(k - 1) ＋ 1, 25 K Sn. 


E 因 忆 是 强 连通 图 故 必 存在 一 个 点 = 与 具有 第 上 -1 
个 的 点 指数 的 顶点 相连 ， 便 得 引 理 结论 . KK. 
现在 ， 我 们 可 以 一 般 地 导出 exp(n, k). 
EXE 3.7.10 (Brualdi, BURNS) Ek 是 正 整数 ， 1 < 
k < n, NI 
exp(n, k) = n? 一 3 十 天 十 2. 


证 KR DATA HKHNH H H, k EKR. 1<k<n, 
由 引 理 3.7.9, 有 | 


. expp(k) < expp(1) + (k — 1). 
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N R: D 的 最 短 圈 长 , As<n—2, 则 由 定理 2.7.8, 
| expp(1) < n? — 3n + 2. 


BK s=n-1, A DESAK, M DKE n EB. 
D HA D. 作为 它 的 子 图 ， 由 定理 3.7.3, expo(1) < n? ~ 3n +3. 
FH, exp(n,k) € n? - 3n Eb 2. 注意 到 定理 3.7,3, 定理 得 证 ， 

现在 ， 我 们 考察 数 f(D, H. | 
(C ERRE, RTI HH NA HH D 的 最 小 图 长 s, 给 出 
N f(D,k) 的 一 个 Dulmage-Mendelsohn 型 界 ， 从 而 得 出 f(n, k) 
HA. 在 某 种 意义 下 ， 这 个 界 是 最 好 的 ， 最 后 ， 我 们 给 出 关于 
f(n, H 值 的 一 个 猜想 . 

引 理 3.7.11 设 隔 是 n 阶 本 原 有 向 图 ， 它 带 有 长 为 的 
H. XIX NEN. * Sn, H f(D,k) < n — k. 

iE RV REGE N NN HM. H DME, 
故 存 在 一 个 上 顶点 集 X,Y c X, 使 得 X 的 每 个 顶点 ， 可 以 
KY 的 某 个 顶点 用 一 条 途径 达到 ， 并 且 此 途径 的 所 有 点 均 属 
FRX. 现在 ， D 的 每 个 顶点 可 以 从 X 的 某 个 顶点 ， 用 一 条 
长 至 多 n-k HREN. HM, AHK ER % 
径 所 达到 ， 证 毕 . mE 

38138 3.7.12 DRAKA s HAW = HK f H. 
对 于 整数 上 < s, 有 


f(D,k) <1+an~ hk—1).. 


证 K D PEA s 的 图 为 Cs = (zi, az, . , æ1) HC, 
D PREAB. A D 是 本 原 有 向 图 ， 故 必 存 在 一 个 点 ， 不 芒 
是 C, 中 的 21, 到 C, 外 的 一 点 z, AOA, AAM (21,2). 

W x E C, EH NAA {z E], k < s, X Y BMX 
用 长 为 1 的 途径 所 到 达 的 顶点 所 成 的 集 ， 则 Y Rui k+1 TN 
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JA 2 Ñ . . eyr 

我 们 考察 强 连通 有 向 图 Dt, ENHN NF D 中 的 长 为 s 
的 途径 . 在 DO 中 ， 有 环 点 xz. fi HH N (22,2). 于 
dé K De ch, 每 个 顶点 可 从 Y 用 长 至 多 是 nn 一 k 一 1 的 途径 可 
JA. Hz. „ Ui 是 环 点 且 从 wz 到 z HM. 故 在 po ch, 每 
SARA Y HERE n-k-1 HARTAS. 因此 , E D ch, 
每 个 顶点 , TAX 中 的 某 个 顶点 开始 , MEAE 1+ s(n — Ë 
的 途径 所 到 达 ， 引 理 得 证 . 

运用 上 述 引 理 ， 我 们 有 | 

定理 3.7.13 (Brualdi, MH 43) Hn Mk XEN. 
1 <k<n-1, Mj 


fink) <n? — (k + 2)n + k + 2. 


| 证 ”由 引 理 3.7.11 和 3.712, f(n,k) S 1+ a(n — * 1). IN 
一 个 n 阶 本 原 有 向 图 必 有 一 HKS <n- L 便 得 定理 结果 
IEK. 
N 3.7.14 


f(n,1) =n? — 8n 8, | 
| f(n,n — 1) =1. 


iE ”由 定理 ， 有 Flu, n 1) < 1, 但 每 个 % 阶 本 原 有 向 图 
D, 满足 f(D,n -1)=1. 

又 由 定理 foo < n? —3n 4-3. 由 定理 3.7.4, 有 向 图 D, N 
 f(Da,1) =n? — 3n 4 3. 证 毕 . | | 

我 们 相信 ， 本 节 开 头 的 有 向 图 D., HL f(r, 1), f(n,n—1) 
是 一 个 极 图 ， 而 且 对 所 有 的 数 f(a, k), 也 是 一 个 极 图 E. 
我 们 有 下 列 
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M 3.7.18 Ff A HN k, 25k € n-2 


fin, k) =1 + (2n - k 2) [(n — 1)/k] 
- Un - /I k. 


在 某 些 情况 ， 我 们 有 上 比 引 理 3.7.12 更 精确 的 佑 值 ， 


引 理 3.7.16 i D 是 n 阶 本 原 有 向 图 ， 有 长 为 。 的 图 
(1&5 « n); X k| s, 则 


D, ) £14 TK 1). 


E WE s MMC. E O, EN E MN X = (nsns 
zk), Kch z; $ a4 (下 标 mod k) 相距 f (H k s), HD RH 
MH HX H, X s < n, 故 必 在 X PEA FH 21. 5 C. 外 
一 点 z 相连 , DAR (0,2). RY AH X 用 长 为 1 的 途径 所 到 
达 的 点 所 成 之 集 . FRY 包含 点 z RC, 上 的 点 ru, v, t, 
zi 与 c, 仍 相 距 a/k. FR, 在 图 DUE) h, 2, . a. 恰好 
RES EB, BAN (en, ). Ait, K DUO 中， 集 了 
用 长 至 多 是 (n b I) 的 途径 便 可 到 达 每 个 顶点 ， 即 


f(D,k) <1+ xn -k-1) EK. 


我 们 立即 有 
EI 3.7.17 WERK K| (n 1), K f*(n,k) = max{ f(D, 
k) |n ERKA s OWN n f H, kia) E 


f (ut) = ke -(k- ~2)n-+2k-+ D). 
证 ASA als, EN S „KW 


DD $ U 264 U, 
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又 由 定理 374 可 得 
f(Da,k) = 10 — (k + 2)n + 2k + 1). 


定理 得 证 ， | 

我 们 可 见 ， 猜 想 3.7.15, 4 k|(n-1) 及 天 | s 时， 恰好 就 
是 定理 3.7.17 的 结论 ， 由 此 证 得 ， 对 定理 3.7.17 所 描述 的 一 类 
E N 3.7.15 成 立 ， 

最 后 ， 我 们 研究 数 F(D k) | 

HEM, F(D,k) 是 这 样 的 最 小 整数 p, 使 得 对 于 D 的 每 个 
k UR X, RD 中 的 任 一 顶点 v, 都 能 从 X 中 找到 一 个 点 ， 
用 长 为 p 的 途径 到 达 y. BOOT n 阶 本 原 图 DHH. FD, y) 
PRAE DR, MAN n 阶 本 原 有 内 用 和 每 个 
k 顶点 集 X, 每 个 顶点 可 从 X 用 长 为 F(n,k) 的 途径 到 达 ， | 
N. F(n,n} = 0. 

引 理 3.7.18 F(n,1)  exp(n) 2 2n + 2. 

31 3.7.19 N D E n HN HH. s Alt Y D 
中 最 短 的 和 最 长 的 圈 的 长 ， 则 


F(D,n — 1) € max{n — a, t]. 


证 RX A DHE n- TF WARRZR K Xx AA 
—MEA p Cs < p < t. W D 的 每 个 点 可 由 的 某 一 点 ， 
AM X Bjb si n-p RBI, n-p<n-s. 
RX RSM, 即 p 的 每 个 图 都 通过 不 居于 的 唯一 顶 
Hu. 

E Ci 是 长 为 + 的 图 因 是 本 原 的 ， 故 每 个 顶点 须 位 于 
一 个 长 至 多 是 上 的 圈 上 ， 于 是 ， 我 们 可 以 从 X( 事 实 上 ， 从 Ca 
PRA u 的 点 ) 用 长 为 t 的 途径 ,可 到 达 除 NAA. 
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N D 是 本 原 的 ， 故 存在 长 为 g MH C. O < q < t. 4 
t=mq+r,0 < r Sq. l RN H, E Ci 上 的 第 (t 一 r) 人 
”顶点 ， 则 从 v 开始， 我 们 可 用 长 为 r 的 途径 到 达 u, 采用 在 上 
C, 中 反复 m 次 的 方法 ， 可 知 ， 从 v 开始 可 用 长 为 t= mq + 
的 途径 到 达 &, FÆ 


expp(X) < max(n- sf). IEK. 


定理 3.7.20 Fu, n 1) = n. 
证 D A n Br KR B. 由 上 述 引 理 


F(D,n — 1) € max(n — s,t) < max(n - 1,n) =n. 


由 定理 3.7.6 知 存在 图 D., M P(D,,n — 1) = n. 定理 得 证 . 
583.221 N DN n HN l, HE m NI 
点 (m>1) AH, Nj | 


n GÉk»n-m 
b. Hs | 
2n - mA # k < n m. 


证 WX ADH KR NANA. R X 包含 一 个 了 
点 TK, ANN HH u 的 用 长 怡 等 于 m — 1 的 途径 所 3 
i, M F(D, A) S 1. 
Fen-, MX BA NEN. B F(D k) S —1 
` #k<n-m BX AN- FR. HRA F(D,X) S 1-1 
| 2n- m—k. MN X NN. ME X H c, 由 它 上 
EEK K WU M71 的 途径 便 可 到 达 一 个 环 点 w. BÀ v3 
DD 中 各 点 用 一 条 至 多 长 为 n 一 1 的 途径 便 可 到 达 ， BON D tF 
HK, A X ENV 2n — m k ft K 8 A A. TE 


FD. x) S an- m E. 
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5| 38 f iE. 

TH, RNA F(D, x) 的 一 个 Duimage-Mendelsohn ms 
界 . 

定理 3.7.22 (Brualdi, MAM [43]) N D 是 含有 长 为 的 
BAS n 阶 本 原 有 向 图 ， 则 
s(n — 1) Ek» n a, 


NER 
s(2n-s—-k) 车 kn 一 a 


证 ”把 引 理 3.721 应 用 于 本 原 有 向 图 DO, NA. 

我 们 进一步 改进 定理 3.7.22 得 到 

定理 3.7.23 (MM, SFR (44) K D 是 全 最短 图 长 
^s 的 本 原 有 向 图 ， 则 


F(D,k) € (n H (n — 8). 


证 R C. & D PES s HAMM, HER D - k TR 
点 集 X 1 < k<n-1 RAE: 对 任何 顶点 v, 及 整数 > 
(n= ka n — s, 必 可 找到 一 个 点 ce X, R Dy 有 长 为 了 的 
途径 . m 

对 D: 中 的 任 一 顶点 y, 必 可 找到 一 个 C, 上 的 点 z, 使 得 s 
到 y HEN ANNE, Nd Sn. 注意 到 C, HAs TK 
次 相 邻 的 点 ， 故 对 于 所 有 正 整数 产 > 4. 必 可 找到 点 z" EC,, 
使 六 Bly BEA h 的 途径 . 

A. RNB DO, 易 知 z" 是 DO) 中 的 一 .个 环 点 . 我 
们 必 可 在 X 中 找到 一 点 =, 使 得 > 到 z” 的 路 长 1< n 一 k. 注意 
到 zx 是 环 ， 故 对 任何 正 整 数 m > l, M A HE m N 
E. , 

Æ DB, JA z Sj z" AK oln- k) 的 途径 ， 
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综 土 所 述 ， 从 z Bly, [dH A, H HA“ By, Af 
Y> s(n—k) +n — s, Mr 到 y REKA y 的 途径 ， 于 是 


FD, k) SS -x) Tuns. MHH. 


最 后 ， 我 们 得 到 下 列 定 理 ， 从 而 完全 证 明了 文 usi E 
838 K. 
定理 3.7.24 (UT. FFR ) 11S = 


F(n,À) = (n — k)(n — 1) +1. 


证 Bn 阶 本 原 有 向 图 D 的 最 小 图 长 为 a, Ms Sn 
由 定理 3.7.23 


PD ca cami u de 
€ (n - 1)(n — k— 1) -n = (n — K)(n — 1) + 1. 


注意 到 定理 376, 我 们 知道 ， 上 面 不 等 式 的 界 是 可 以 达 
W. EE. 


$3.8 ”完全 不 可 分 指数 和 Han 指数 


BB, 是 阶 布尔 矩阵 的 集合 ， 如 前 讨论 ， B, RHA 
性 分 类 , 可 分 为 不 可 约 阵 {包含 本 原 阵 ) 和 可 约 阵 . 按 其 可 分 
分 类 ， 可 分 为 完全 不 可 分 隆 和 部 分 可 分 阵 ， 

我 们 记 B, 中 前 本 原 矩 阵 集合 为 B., 而 B. 中 的 所 有 
全 不 可 分 阵 集合 为 Fa 注意 到 完全 不 可 分 阵 必 是 本 原 阵 
Fa € Py. 由 此 亦 可 写成 


B={4:4€B, BRA EMA k, A" e B). (34 
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BAEC P. H (3.8.1), 存在 一 个 最 小 的 正 整数 思 使 4* 是 完全 
不 可 分 的 . 这 样 最 小 的 正 整数 记 为 f(A), MAAR A 的 完 


全 不 可 分 指数 (fully indecomposable exponent). 
1973 F, Schwarz ([9]) 提出 确定 下 列 数 fn 的 问题 . 


fu: =max{f(A): Ae Pa}, n > 1. 


如 果 把 4 的 本 原 指 数 记 为 NA), 
Yn : = max(4(4): A € P.) 


已 经 知道 (N. 83.4), 
f Ya = (n — 1)? + 1. 


BR, f, PAF ya 但 fh S a. 
在 [9] F., Schwarz i Xj, FH fa 的 上 确 界 是 一 个 相当 困 


难 的 问题 ， 他 猜想 : 


In < n. 


1977 年 ， 赵 中 云 (Chong-yun Chao [45]) 否定 了 上 述 犹 想 ， 一 个 


简单 的 反例 是 01000 

|. lo010 1 

Ms=|0 0 0 1 0 

10000 

10000 

容易 知道 Ms € Ps, 但 

00101 10010 
10010 11000 
1% 1 0 0 0 0, Mf=|0 1 0 0 0, 
01000 o 0 10 1| 
01000 00101 
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11000 0 1 1 01 
01101 10111 
Mé=|0 06101], MP=]1001 0 
[10010 11000 
10010 11000 


不 难 验证 Mj é Fe, i = 2,3,4,5. (Mj) > 5. 事实 上 ， 这 样 的 反 
例 有 无 穷 多 个 ,一 般 来 说 ， 对 于 每 一 个 整数 ”> 5, 都 存在 一 个 
n 阶 本 原 阵 A, 使 f(A} > n,( 见 [45]), 1983 年 ， 赵 中 云 和 张 谋 成 
([46) 证 明了 : M A E P., 且 对 角 元 不 全 为 零 时 ， Schwarz 的 猜 
想 成 立 ， Ri f(A) € n. 

在 研究 f(A) 时 ， 我 们 发 现 ， 对 A E Pu, MRA E Fu, W 
不 一 定 就 有 A e Fa, i > k. 例如 ， 设 
0 


(3.8.2) 


th 

Il 
— = = GCG 2 — Q 
co OS ƏS — = Ə = 
S oc o fc = 
S o eo aor 020 
S OS O = OO GG 
eo oo ore 2o2 
e o cc = oco 


直接 验证 可 知 : A g E (i=1,---,7), A5, A* € Fr [B AM, AU g 
Fr, N Aš E Fr, i2 12. 又 由 (38.1) te, ACR. FH BN 
引进 下 列 定 义 : 对 A € Pa 定义 f(A) BRAD ERR k, 使 对 
于 所 有 i> k. A 都 是 完全 不 可 分 的 。 P'(A) RA A 的 严格 完 
全 不 可 分 指数 (strict fully indecomposable exponent). 例如， 在 
(3.8.2) 的 和 矩阵 4 中 ， /(4) = 8, f*(A) = 12. 一 般 地 ， 有 


KA) SPA) SHA), Ae Pa 
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我 们 定义 | 
fa = mat, (A): A E P), n> 1. 


一 个 同样 需要 研究 的 问题 是 : 确定 f; 的 值 ， 当 然 
fs < f» n 2 1. 


K. Brualdi AMARGA /, 和 f: f EIER (7). 

Wt D(A) 是 4 的 伴随 有 向 图 ，D(4) BTR SCR (1.2... n). 
k 是 一 个 非 负 整数 ， 对 X C (1,2, . n], 如 同 过 去 的 记号 ， 
R(X) 表示 在 D(A) P, J. X 的 每 一 点 ， 用 长 为 的 途径 所 能 
到 达 的 点 的 集合 ，{ 若 = 0, 约定 R(X) X). 由 完全 不 可 分 
矩阵 的 图 论 意 义 ( 见 第 2 K) HI, | 


A RAAT H N NE BER T X, 
X & (52,0) N) > IX. (3.83) 


在 得 到 关于 LMP 的 上 界 之 前 ， 我 们 先 证 明 下 列 引 理 ， 

引 理 3.8.1 ” 设 卫 是 一 个 有 顶点 集 为 {1,…,n} 的 强 连 通 
BWA. 是 一 个 正 整 数 且 W = ii, , i,] BD 中 的 环 点 
Æ. 则 对 于 每 个 正 整 数 上 


\R,(W)j > min(s + t, n]. (3.8.4) 


证 “假设 RW) AU, , ah. DARE, KA 
K N (7,5), EP p K R 的 某 一 个 点 而 ; é RV). BUR 
j € RAW), MEN A N. FH u, EA ó B p EN 
Ec HA i, i, 中 的 每 个 点 到 p HEREDE 于 是 ， 从 
1 AD 有 一 条 长 为 上 的 途径 (u J p 它 包含 t 十 1 个 不 同 于 
12. i, A, H ir, 1. in 是 环 点 ， 我 们 便 有 O 


(RW) > (- 1) + (+ 1) t. 证 毕 . 
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现在 , 我 们 对 含有 。 个 正 对 角 元 的 本 原 短 阵 A, 估计 JA) 
的 界 ， 

定理 383 — (Brod, SHE [471) 设 > 是 一 个 正 正 整 
A. RACH, 且 4 在 主 对 角 线 上 有 5 + 1, M 


F. £n-241. 
证 设 W 是 D(4) 中 的 s 个 环 点 所 成 的 集 , 县 t 是 一 个 正 


WH. X X E D(A4) IBS— T ORAE $ X G {nh XI 
我 们 将 证 明 
IR(X) 2 X|+1, NMtZ u- T1. (3.8.5) 
RE MODI e n NX 是 Ul, ) 的 真子 集 ， 故 (38.5) 成 
X. 


现 设 R(X) < n. 
# X nW £9, 85138 3.8.1, 


IR(X)| > | (X nw)| > IX n W| t. 
WW. Ft 2 u 241, M 
f(x) > X MWH Tn > [X|- 1. 


E XW = 0. N XX HNA, w BW 中 的 一 
个 点 使 得 =° 到 u BEN 4 是 区 中 的 所 有 点 = Bl W 的 所 有 
点 之 间 的 最 小 距离 ， 于 是 


d£n41-|W|-|X| n4 1—5—&. 


Hu 是 一 个 环 点 ， 故 从 x* 到 Rw) 中 的 每 个 点 都 有 长 为 t 
的 途径 ， 其 中 t+> (II -H TE 由 引 理 3.8.1, 


IR,(X)| > IR,(fu*))| 2 IRz(u*")| 2 k + 1, 
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XA HZ ATIs. 
因此 (3.8.5) NN. 定理 得 证 ， 
系 3.8.3 (46) F Ae P. H A KEFF, w 


f(A) < f'(A) Sn 
系 3.8.4 1 A € Pa, D(A) 有 长 为 + NN., BEEEA r. 
的 圈 上 的 点 有 T. II 
KA) < r(n - «1. B K | 
证 AA 在 主 对 角 线 上 有 s 个 1 Ld 3.8.2 (yc 


是 完全 不 可 分 阵 ， 证 毕 - 
矩阵- 


"ooo: 


or ° = 


满足 系 384 的 条 件 ， 这 里 r = 3, 4 Án 

A? g P, i f(A) = 3. 这 里 (3.6.6) MESE. 
由 (3.8.6) K. XN PAM: 
zi D(A) 有 一 个 Hamikon m (r= s=n), 出 f(A) Sn. 
BA 是 迹 为 零 的 对 称 本 原 阵 (+=2,s=n), 则 f(A) < 2. 
É 3.8.5 BAC F. B D(A) 有 直径 d, WJ 


F(A) < 2d(n d). 

证 N D(A) 是 强 连通 , 则 存在 一 个 长 为 +< 24 E 
包含 > d+1 个 不 同 的 顶点 . 由 (3.8.6), f(A) € 2d(n - d). E 
SOE 
下 面 ， 用 系 3.8.4, 得 到 f, (n > 1) 的 上 界 . 
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定理 3.8.6 — (Brusldi, WIE (47) | 
d- j|. 2 (3.8.7) 


证 RAcP. KDA) 是 强 连通 ， 故 D(A) 有 一 个 长 为 
rft, I Sr Sn. 设 s 是 属于 长 为 * AMORAS. Rar. 
H R 3.8.4 EE 
f(A) < "(n — 5-1) < r(n — r + 1). 

若 nn KHK, Ar (1 / H, r(n-r41) 最 大 ， 车 
B, "4 r = n/2,n/2+ 1 W r(n — r + 1) BX. 

因为 A 是 本 原 ， 故 D(A) 中 所 有 图 长 的 最 大 公约 数 是 ， 1. 
ut, en 是 奇数 且 r = (n + 1)/2, D(A) 必 有 一 个 长 不 同 于 
(n+1)/2 的 国 ， 由 《3.8.6), 我 们 得 到 

(n? + 2n)/4, n ENA. 
ios] | as 
(n?--2n—3)/4, n 是 奇数 . 


定理 得 证 . 

RUA, 定理 3.8.6, n 较 大 时 , 不 会 是 最 好 的 上 界 . 由 
文献 [46] 中 的 反例 ， 我 们 可 以 推广 成 对 一 A ma we, 
可 以 得 到 : f.22n—4, 我 们 猜想 fa = 2n — 4 (n > 5). 

现在 ， 考 虑 最 大 严格 完全 不 可 分 指数 £z. 

HH. A- TKH, RIA .IN A f; H F. 

Hk An EMH, 12 5, 28 Su -8. KR AK UH 38: 
PUA. PARRA n ITI nA M, K 
tt, 4 e F.. & X. I- KI.. on} 容易 验证 


| (Rini) = =i i=l ik, 
因而 B x | 
| F) 2 k(n — b). (3.8.8 
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” 事实 上 ， 可 以 验证 (4) = k(n — k). 


- 4771 n-k a-k-1 
H 3.8.1 
3t k = |n/2], 由 (3.88) 得 | 
In > [n/2][n/2], 25. 
我 们 知道 ， 对 AEP 
a Sn? 2n + 2. | (3.8.9) 
Fit; 我 们 进一步 精确 地 估计 ES | 
N MA) X D(A) 中 不 向 长 度 图 的 类 数 ， 由 A e P, 知 ， 当 
n>1 时 ， 和 XA)>2. 我 们 先 对 ACA) = 2 的 情形 ， 改 进 In 的 上 、 
7 界 (3.8.9). 
_ 先 证 明 下 列 引 理 ， 


| 引 理 3.8.7 P PET oA, C.D PK 
为 ? 的 一 一 个 其 E x RMT C PH NN. LE 


Ripa s(X) C c Baeges 1) - 62 20508 is Lr 9. 


证 EA x NM x, AK 的 路 到 达 z, Wl 
从 = 到 z 必 有 一 长 为 (+i +j 的 途径 ， 
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引 理 55.5 RD ARB n 阶 有 向 图 ， C, & D 中 一 
个 长 为 + HH. E X E O, 的 顶点 所 成 的 集 ， 则 


R(X) GE Re (X) (i 2 0). 


E AN X 的 某 个 点 z, 有 一 条 长 为 i 的 途径 到 达 > 则 
从 =. 的 前 一 点 ， 必 有 一 条 长 为 i+1 的 途径 到 达 z. | 

K 3.8.9 2 RA C. 的 某 一 点 用 至 多 长 为 了 的 途径 饭 
到 达 的 点 > 所 组 成 的 集 ， 则 R(X) = 

引 理 3.8.10 Hr As 是 互 质 的 正 整数 ，?” > s K D E 
ANNA CAC. 的 有 向 图 ， 其 中 C., C. 分 别 表示 长 为 ms 
BUB. C. 和 C. HIE. W x Z C. 中 的 一 个 非 空 顶点 集 ， 则 


IR(X)zmi(m|X|4), 12 ir K 12 1. (3.8.10) 


证 2 K C. 的 顶点 集 ， FROAX CZ. XT >l, 
XO BMX H C, 中 长 为 i 的 一 条 途径 所 到 达 的 顶点 集 (当然 
X 也 在 C, E). 


TR J | | 
X® = x Fi =I (mod r). 


H 3.8.2 


先 证 明 r Si 2 时 (3.8. 10) 成 立 ， 即 证 |Ri(X)| > min(n, 
|X] +1}, r < š < 2r. 
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# X = Z, 由 引 理 3.8.8 


(3.8.10) RERE.. 
EIN X Z Z, R(X)g Z, 则 所 求证 结论 成 立 . 现 设 
R(X) € Z. # (3.8.10) RK. MIRA) = |X], A R(X) = 
XO. H R(X) € Z, E R.. (x) Ç R(X). 于 是 X079 c x9, 
因而 XE- = xO. id C., 的 一 个 顶点 集 Y = XO), 则 了 满足 
YC) — Y, 这 和 + 和 HHN 
Xt 1 > 2, 用 归纳 法 证 明 (3.8.10). 车 [Ra es; QUO] = n, fr 
题 成 立 ， 现 设 Races (X)| < n. 
由 引 理 3.8.7 Ru 4 (X) & Ring (KX), 0 < j < r = 1. 
EN. f R- (X) = Ri, (X). 否则 ， 对 一 切 整 
数 上 > 1!- 1 # B,+ (X) = Rae. H D 的 本 原 性 ， 对 充分 
大 的 与 得 [Ras 001 = Re. X) = n, A NH. 于 是 
Ru-irti( X) C R; (X), 0 <j<r-1. 
我 们 有 
HR j (A) > [Ru 001 Ti 
 2min(n |X] + (L2 1) +1 
> min in, XII]. M. 
下 面 我 们 得 出 f (A) 在 XA) = 2 时 的 一 个 上 界 . 
”定理 3.8.11 (Brualdi, PAM [47]) WA E P, H ACA) = 2. 


则 
P(A) < [(- 1/4] .. 


证 D(A) 的 图 长 是 > 和 sr > s, Hrs HR. WEE 
长 分 别 为 "和 s HH Cr 和 C., C. 和 Cs 相交 ， 设 D* 是 由 c, 
和 C, 所 有 的 顶点 和 弧 组 成 的 有 向 图 . 
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BY 是 万 的 顶点 集 的 子 集 ，1 < IS A1. WKN 
Y 包含 C, 中 的 了 个 顶点 ，p> 1 由 引 理 .3.8.10, 可 见 


IR(Y) K 1 (i > (k — yr). 
S- G-). Bf mE 
(k~p+i)r< lies 2d 
BBY KUR C. 中 的 任何 顶点 于 是 + < nk JAY HA 


到 C. 的 某 一 点 x 存在 一 条 长 为 + 的 途径 , KA: <n—r—k+1. 
运用 引 理 3.8.10, 可 见 


IR((z 2i, 12 br 
BiG I (W) E k+ 18> La- ETI. ARS 
kr+n—r—-k+1< |n7/4] +1. 
于 是 对 所 有 YO Z yY S X, 
MS 2 Yen, i2 [24]. EK. 
XR [16] 中， 我 们 知道 34 MA) > 3 时, y(A) < ln — 2n 


42)2]-1. 一 般 地 ， 最 大 的 指数 ， 出 现在 XA) = 2 的 情形 . 尽 
管 ， 我 们 现在 可 得 出 


In S s S |(n* — 2 + 2)/2] +1. 
H, 我们 相信 下 列 猜想 是 正确 的 . 
fa < [(n+1)?/4]. 


上 面 已 知道 fz > [n/2] In/21. (n > 5), 因此 fz 应 该 是 O(n2/4) 
的 数量 级 .这 一 狂想 最 近 已 被 我 们 证 明 H, F7 R [48]). 
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— MERE A € B., 称 为 Hall 矩阵 ， 如 果 存 在 一 个 置换 矩阵 
Q, K O < A. 事实 上 ， Hal E F FAR T Han 
定理 ( 见 $42) 的 矩阵 表达 : 4 JÉ n Br Hall 矩阵 当 且 仅 当 对 任 
MEM r N s, r + s > n, ARE x a HET. B, 中 所 
有 Hall 矩阵 所 成 的 集 记 为 Hn 因 Ja € Ha N 4 EARR, 
则 存在 一 个 正 整数 k, 使 当 AP e Hn | 

对 于 Hall EEE, Schwarz ([9]) 同样 提出 一 个 类 似 于 完全 不 
可 分 矩阵 的 问题 ， 即 对 于 所 有 本 原 和 矩阵 A, 确定 最 小 的 整数 p, 
使 AP € Hy. mE 

A H. = (A e B, : A* € Hu, MT k), M Pa C H. 

对 n> 1, 存在 属于 Š, 但 不 属于 B. ER, MINAS 
的 置换 阵 . 

对 于 A c H., RINEN A 的 Han 指数 是 这 样 最 小 的 整数 
p, 使 得 AP 是 一 个 Hall 矩阵 ， 用 AA) 表示 4 的 Hall 指数 ， 进 
一 步 定义 | _ 
hy, := max(h(A) : A € Ha n B4). 
其 中 IB, X B. 中 的 不 可 约 阵 的 集合 、 hn K H. 中 不 可 
约 阵 的 最 大 Hal 指数 . | 


考察 下 列 例子 
. 00100020 
0010000 X 
[0002119 | 
A=|0000001 (3.8.11; 
0.000007 
0000001) 
1111110 


容易 验证 : A € N, À é Hr, A? € Hz, A5 " Hs, A‘ € Hr (12:4) 
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FR, 我 人 有 理由 引进 严格 Hall 指数 (strict Hall exponent). 
$ 
Hy = ÈA € B.: 4. € Hn, 对 所 有 充分 大 的 四， 


则 严格 Hall 指数 h° (A) 等 于 这 样 最 小 的 整数 p, K A“ E H., 
对 所 有 整数 站 > p RI /又 定义 


hy: max (h'(4): A e Ha IB, ), 


称 为 Hz 中 不 可 约 阵 的 最 大 严格 Hal 指数 
对 于 (3.8.11) BEBE A, 有 ) = 2, A (A) = 
MX Ae Ha, AA. 


A(A) < A*(A) < X(A) < n° 2n + 2. 


注意 下 列 例子 


|, — (8.8.12) 


— 2 9 8 
= Occ ° 
oo = = 
or ° 


AME At c Hy 4 BIH k= 0 (mod 4), +Ë A € H. fB À € Hz. 
我 们 知道 (可 见 [9) F, C P, n Hn, B H, Z B. B H. g F, 
(n2 2). 于 是 ， 若 一 个 矩阵 的 某 个 赛 是 完全 不 可 分 的 ， 则 这 个 
和 矩阵 是 本 原 的 . 可 是 ， 如 果 一 个 矩阵 的 某 个 宕 是 Hall 矩阵 ， 则 
这 个 矩阵 不 一 定 是 本 原 的 ( 见 上 述 (3.8.12) 的 矩阵 ). E, Br 
St Hall 指数 与 研究 完全 不 可 分 指数 有 不 全 相同 之 处 ， 

从 上 面 研究 中 ， 我 们 已 经 知道 ， 对 完全 不 可 分 指数 (4) 
和 严格 完全 不 可 分 指数 f*(4), 有 F(A) < f*(AY 因为 Fy C Hs, 
BIKA E) < f(A), (A) < f*(A), 其 中 Ae P... 

“我 们 先 考察 H; 和 B, EE. 
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.对 于 任意 A € Bn, 我 们 知道 ， 必 存在 一 个 置换 阵 =, 使 


Au 0 ce 0 
| A 422 0 | | 
rat] 7* „ (3.813) 
Ap Ap … App 


这 里 p> 1 且 对 角 块 A11, Azz,. ,App 是 阶 至 少 是 1 的 不 可 约 
隆 ， 这 些 对 角 块 称 为 4 的 不 可 约 块 。 (3.8.13) 常 称 为 4 的 
Frobenius 标准 型 .简称 为 标准 型 ， 着 对 角 块 是 一 个 1 阶 的 零 
br, NIN EA NM. HH. F 4 H- NEN, I 
Aé H., 容易 知道 : ACH, 当 且 仅 当 每 一 个 不 可 约 块 都 是 一 
个 Hall 子 阵 . 

我 们 用 图 论 的 观点 来 分 析 : A 的 不 可 约 块 应 对 应 于 D(A) 
的 强 连 遵 支 ， 一 个 平凡 块 则 对 应 手 仅 有 一 点 而 无 环 的 “ 支 ”. 矩 
EE A 有 一 个 平凡 块 当 且 仅 当 DU) 有 一 个 点 不 属于 任何 圈 . 于 
是 ， 我 们 可 以 证 明 

定理 3.8.12 (Brualdi, MAW (49) K A E B., RJ Ac H. 
当 县 仅 当 À 没有 平凡 的 不 可 约 块 . 
”证 车 4 有 一 个 平凡 不 可 约 块 ， 则 考察 4 的 标准 型 的 
X. AML, 4 的 每 个 矫 的 Frobenius 标准 型 也 有 一 个 平凡 不 可 
约 块 ， 于 是 A g Hn 是 任意 正 整数 ， 现 设 4 没有 平凡 不 可 
, Wet D(A) 的 每 个 顶点 i, i 落 在 菜 个 长 为 mi ME, 
(i= 1, n). 车 jp 是 mi, ma, , ma 的 最 小 公 倍数 ， 则 AP . 
主 对 角 线 上 都 有 工 于 是 如 ë E, B. À € Hu. MH. | 
O 由 上 述 定理 的 证 明 中 ， 可 以 看 到 : Ac B, HN A BY 
每 个 不 可 约 块 都 是 一 个 非 平凡 块 ， 一 个 类 似 的 结论 对 了: 也 成 
立 . 

现在 考察 H. 设 4 是 一 个 n 阶 不 可 约 阵 : A 4 的 非 本 原 
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指数 是 h 则 存在 一 个 置换 阵 P, ff. 


0 B, 0... 0 
4| 0 0 B 0 f 
PTAP = s: Cd. (3.8.14) 
0 0 Oo. By 
B 0 0 . O 


其 中 B., i = 1, 2, . „ h, 是 ki xk MIER, kry = N, TE 

(3.8.14) 中 的 对 角 块 是 ki Hr, 11. h 的 正方 形 零 阵 ， 整 数 

1. „ 被 A 唯一 确定 ， 我 们 称 它 为 A 的 非 本 原 参 数 ， 如 前 

N., hd 4 中 等 于 谱 半 径 的 特征 根 的 个 数 ,也 是 DA) 中 的 
所 有 图 长 的 最 大 公约 数 ， 姑 回路 性 指标 

l 下 面 ， 我 们 有 Ha 的 特征 定理 . 

定理 3.8.13 (Brualdi, MAM 49) IE A 是 B. 中 的 一 个 
不 可 约 阵 ， 则 4e H; 当 且 仅 当 4 的 所 有 非 本 原 参 数 均 相等 . 

证 .不 失 一 般 性 ， 设 4 有 形式 (2514. BRE = 各 = 
om ka, RUSE X, = BI BZ · B, Xa = B By Bi. Xa = 
By BI Bui HBA k HHN A EHF. NIK. 存在 一 个 正 整 数 e, 
使 得 X? =J ARG p>e NE, i 1, . h. 

设 4 是 一 个 整数 ， 9 > eh Ma= fhta XE f > e A 
O<a<h TE, GM At HA h 个 置 于 循环 位 置 (如 (3.8.14) 
”的 B.) BS k N M. . ., 这 里 Y. = XÍ A.. Aa- (下 标 是 

WA A ff E). 矩阵 xf PRET BRE 41,…, An EBA, X 

是 因 4 是 不 可 约 的 ， 这 就 得 知 : Y TÉ. m Rit A’ cH, 
HME q> eh M M. TË. À e H. 

现在 ， 假 设 4 的 非 本 原 参 数 不 全 相等 ， 不 失 一 般 性 ， 设 

n < la. 对 每 一 个 正 幕 数 f, 矩阵 AIT 与 4 有 同样 的 循环 块 

形式 ， 只 不 过 用 Xf B; RAF (3.8.14) 形式 中 的 B, IAE X, 的 定 
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义 如 前 ， 因 此 ， AP 对 每 一 个 正 整 数 f, 均 有 一 个 (n — ky) x ka 
SEE. BA n-k ths > n, 故 对 所 有 f, A e He. 于 是 
A g Hz. HK. 

现在 考察 Hal WR RHE I f, F A: € Pa, W (A) < 
f(A), ECA) < (A). 下 列 例子 说 明 ， 不 一 -A hA) < NA). 


* 


00010002000 
0001000000 
0001000000 
0000111100 
00900000011 

A= % O 0000001 1 
000000202011 
0000000011 
013111111109 
111111111090 


容易 验证 : Ad Hio (A¢ Fio), A? € Fi, (A € Pio H A? E Hio), 
A? E Hio (A d Fio) H Ak € Fio (H A* € Hio), k 2 4. 因此 


h*(A) = f*(A) 24» 2 = f(A) = ACA). 


类 似 于 完全 不 可 分 指数 ，Hall 指数 也 有 它 的 图 论 定义 : 作 
一 个 A € Bu, 设 它 的 伴随 有 向 图 的 顶点 集 是 (1,2, n). A^ € 
Hy, HN x dE & Ç {Lonh N) 2 X] 这 一 意 
X. TAN Hau 定理 是 完全 一 致 的 . 
于 是 ， 我 们 可 以 采用 类 人 处理 先 全 不可 分 指数 的 本， 

得 出 Hall 指数 的 上 界 ， 我 们 有 | 

K 3.8.14 (Brualdi, 柳 柏 [49]) i A € TBs, X AH 
EWALD s 41,158 Sn 1, U h*(A) Sn- s. 
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由 上 述 定理 , 我 们 可 以 导出 很 多 类 似 于 完全 不 可 分 指数 的 
结论 - | 
定理 3.8.15 (Brualdi, MAE [49]) 


hn < (n 1/4], n23. 


EI 3.8.16 (Brualdi, fn ff (49) # A e P, D(A) 中 
A(A) = 2, M ^*(A) < [n?/4]. | 
我 们 证 明了 ( 见 [56]) 定 理 3. 8. 16 fl. M (A) > 2 也 成 
AX. 在 文 | 中， 我 们 曾经 定义 了 一 些 弱 指 数 概念 
AK A€CIB,, són 


A+ A2 +... + 4 = Jy. 


我 们 定义 下 列 弱 指数 : | 

1. PAHAK (weak primitive exponent) e,(A) 是 这 样 最 小 
的 正 整 数 p, 使 得 AT AP 4... + AP EP, 

2. 弱 完 全 不 可 分 指数 (weak fully indecomposable exponent) 

如 (4) 是 最 小 的 正 整 数 p, KN A+ A? Ar E Fa. 

3. 88 Hall 指数 (weak Hall exponent) h,,(A) 是 最 小 的 正 整 
数 p, NN ATA . + AP € Ha. 

对 于 上 述 指数 ， 我 们 已 有 完整 的 结果 . 

定理 3.8.17 (HN [50]) 对 A € IB, 


e, (A) <2, 
fol) s |;|+1 
ho(A) < [7]. 


并 且 上 述 的 等 号 均 可 达到 . 
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E 3.8.18 (H O) K A € IB,. WE(n), FE(n), 
HE(n) 分 别 表 e, (A), f, (A), huld) 的 指数 集 ， 则 
WE(n) = {1,2}, 

FE(n) = 0.2 , 2 +1}, | 
HE(n) = í. 2, , H J. 


63.9 ABH H A AH 


如 何 通过 D(A) 的 直径 估计 A 的 本 原 指数 A), RA O 
A 的 特征 值 估计 D(A) 的 直径 ， 是 一 eee 
的 课题 ， i 

1 D(A) 的 直径 是 4 下 而 关系 是 显然 的 


104) > d, E € Py. 
车 4 的 主 对 角 线 的 元 都 是 正 的 ， 则 7(4) = d. 这 从 本 原 指数 的 
图 论 意义 很 易 了 解 这 一 点 ， mE 
FH. 我 们 证 明 (A) 是 用 a 表示 的 一 个 上 界 ， 

定理 3.9.1 4e B. X DA 的 最 短 圈 的 长 s < d, Wil 

. | f (A) < dx. 3.9.1) 

证 在 D(4) 中 ， 对 应 于 C. M. MA HSF. K 
环 点 到 每 个 点 至 多 用 长 为 % 一 1 的 途径 可 到 达 . ME D(A) h, 
从 C, 的 任 一 点 到 其 余 每 一 顶点 ， 用 至 多 长 为 s(n — 1) 的 途径 
可 到 达 ， 而 D(A) 中 的 任 一 点 ， 用 至 多 长 为 4 eren ! 
C, 中 的 一 个 点 ， 于 是 É 


(A) < d eln — 1). 
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因 s <d, FR 
4(A) Sd dn - 1) = dn. I K. 


BR, RE NAH, IX d Sn 1, 由 (392) 得 
(A) < (n — n, 但 我 们 已 有 (4) 的 上 确 界 (n — 1)? 41. 
从 YA4) 关于 的 上 确 界 ， 自 然 可 以 猜想 : 


704) x d? 41. m (3.9.2) 


从 定理 3.4.2 中 的 图 D1, 已 验证 了 这 一 点 注意 到 : 4 的 最 小 
多 项 式 的 次 数 m 与 d X m > d+ 1, F (3.9.2) Apr, M 


IA) € (m — 1? +1. (3.9.3) 


这 将 是 对 Wielandt 的 界 的 一 个 重要 改进 . 

R. E. Hartwig 和 M. Neumann 曾 部 分 地 证 明了 上 述 狂 想 ( 见 
51). 
BEE, REIERSI D(A) HE d 与 4 的 最 小 多 项 式 次 
Rm 的 关系 ， ETER C { 亦 可 参见 [52]) 


I+A+-- RAT > 0 
(3.9.4) 
| PTP TM AT 0 
和 
d(i, j) Sm 1+ bij, (3.9.5) 


XX Ali, j) 是 D(A) 中 顶点 i 到顶 点; HEA, bi; 是 Kronecker 
符号 . | 
下 面 ， 我 们 用 e 表示 n 维 向 量 (9 而 对 于 一 
k) 


^ n EHE a, (0); 表示 a 的 第 了 个 分 量 - 
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3138 3.9.2 (Hartwig, Neumann [51)) 设 和 4 是 一 个 n 阶 本 
AEE, m 是 4 的 最 小 多 项 式 次 数 ， 若 DA 有 一 个 环 
点 kEV= 11, 2. „n), wy 


p >0 63.9.6) 
3 D(A) 每 个 点 均 是 环 点 ， 则 
AT! > 0. (3.9.7) 


证 Wie V, 则 由 (3.9.4), (595, dd. ) < m — 1. BL 
An-) -ddi, 0 () > 0, B [ AGm- 0-46.) of) k > 0, 注音 到 I 


(4% > 0 <= 由 点 i 到 点 j 有 长 为 上 的 途径 ， (39.8) 


于 是 [Amtet]; = PE (AMON, [A-D ab ClO, > 0, Ai 
是 Y 的 任 一 点 ， 1 (3.9.6) 成 立 ， 由 (3.9.6) BIR (3.9.7). HE 
KB, f 

于 是 ， 我 们 便 得 (3.9.3) 成 立 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 3.9.3 (Hartwig, Neumann [51]) K À = (ay) Æ n Bt 
本 原 非 负 和 矩阵 ， 它 的 最 小 多 项 式 的 次 数 是 m, 如 果 D(A) 的 每 
一 个 顶点 k, 或 位 于 一 个 长 度 不 大 于 m 一 1 198 E. 或 由 一 个 
长 度 至 多 是 m I HH EN MH MA, WA 


(A) < (m - 1? +1. 


上 述 的 后 一 个 条 件 ， 可 改 为 : H MDA NE 
4 Em I HN. XT (A) 的 界 的 结论 仍 成 立 ， 

证 首先 ,. 设 keV HF- NEU j OME, j S m1. 
M D(A") 在 点 有 一 个 环 ， H A 是 一 个 本 原 阵 ， 它 的 最 小 
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多 项 式 的 次 数 至 多 是 m, 由 引 理 3.9.2, 
(A- > 0, 
于 是 


A-I? em Al(m—1)—js|(m—_1) K AiP] > 0. 


X, HMR EK M- KE m — 1 的 圈 上 的 点 用 一 条 弧 可 到 
达 ,， 则 存在 一 个 顶点 p c V, 使 得 Am- > 0, H ayy > 0. 
于 是 | | 

AMPH eE) — A(m—1)” (4e) > 0. 


定理 的 后 半 部 分 可 考察 ARR AT. AT 是 一 个 本 原 
阵 ， 它 的 有 向 图 的 顶点 ， 或 位 于 一 个 长 至 多 是 m ~ 1 的 图 .上 或 
从 一 个 长 至 多 是 mm 一 1 HEWN -& MH AX. eH. 

一 般 地 ， 可 证 明 一 个 比 (3.9.3) 稍 弱 的 结论 . 

定理 3.9.4 (Hartwig, Neumann [51]) K A & n HK RAE 
负 阵 ， 它 的 最 小 多 项 式 次 数 是 m, 则 


WA) < m(m - 1). 


证 由 (3.9.4), WET k e V, HN NR j, 1 Sie < m, 使 
得 DA) ÆA k LAR Ai. 的 最 小 多 项 式 的 次 数 至 多 是 m, 
由 引 理 3.9.2, 
e. 


. Amm De) " A (n Xm) (Cu )m tet) 505 
Hk f KE. (AED. EK. 
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对 于 n 阶 对 称 本 原 阵 4 的 指数 ， 我 们 已 有 结论 A.s 
2(n — 1) (BL $3.4), 这 里 ， 可 以 把 它 作 如 下 改进 . 
EK 3.9.5 (Hartwig, Neumann [51]) 设 A 是 n 阶 对 称 本 
原 非 负 阵 ， 它 的 最 小 多 项 式 次 数 是 m, W 


(A) < 2(m - 1). 


iE A ASEM, D(A”) 的 每 个 顶点 均 有 环 : AA W 
最 小 多 项 式 的 次 数 不 大 于 m, 由 引 理 3.9.2 立即 得 : 对 每 个 k, 
1<k<m, f 
(A2)"71e00 > 0. EHE. 


对 于 定理 3.4.1, 也 可 作 下 列 相应 的 改进 . 

定理 3.9.6 (51) 设 4 是 有 阶 本 原 非 灸 阵 ，m 和 mi 分 
别 是 4 的 最 小 多 项 式 和 A 的 最 小 多 项 式 的 次 数 ， 又 DC) N 
长 为 上 的 图 ， 则 


37(4) < (m — 1) + k(mas ~ 1). | (3.9.9) 
特别 地 ， 若 。 是 D(A) 的 最 小 圈 长 ， 则 
(A) < m — 1) 十 amas — 1). 


证 p 有 至 少 上 个 环 , 设 D(AP) PRAS 的 集 是 W, 
因 4 的 最 小 多 项 式 次 数 是 M, D(A*) 的 任何 顶点 可 以 由 W 
中 的 点 用 一 长 为 ma -1 的 路 所 到 达 .， 于 是 在 D(A) rh, 任 一 
顶点 可 以 从 W 的 一 DAMEA kima — 1) 的 路 所 到 达 - 另 一 
A, W 的 任何 顶点 可 以 由 一 ABR J ev. j 1.2. n f 
KES m 一 1 NM . FR 


( ef) *r A(m- (m 4 —¹) > 0. 


便 得 (3.9.9). 证 毕 
于 是 ， 立 即 有 


系 3.9.7 (51). * A E n 阶 本 原 非 负 隆 ， 它 的 最 小 多 项 
式 次 数 是 m. 车 D(4) 有 一 个 长 度 至 多 是 m2 的 图 ， 则 


A) € (m - 1). 


证 “注意 到 mh Sm f <m—2, f 059 便 得 结论 
A598 若 四 >4 且 4 的 特征 信 都 是 实数 ， 则 


(A) < (m = 1)  2(m4s — 1) S 3(m — U < (m . 


i£ 因 A 的 特征 值 中 至 少 有 一 个 是 4 的 谱 半 径 p(4) > 0, 
pit tr (A?) > 0, FÆ, DA) 必 售 至 少 一 个 长 为 2 的 图 ,2 < m2, 
HR 3.9.7, 便 得 结论 . 

下 面 的 定理 把 A 的 不 同 特 征 值 个 数 与 Du) 的 图 长 联系 
起 来. 

定理 3.9.9 ([51]) ” 设 和 4 是 一 个 % 阶 非 负 阵 ， 它 有 ?个 不 .. 
同 的 特征 值 ， 则 D(A) 包含 一 个 长 不 大 于 KA. 

ü * A 的 谱 半 径 为 p(4). 如 果 „) = 0, 则 ABET 
Wn ( 42 =0),r= 1 D(A)XB. WR (A) > 0. AB 
不 同 特征 值 为 4,…, 和 r, 它们 的 重 数 分 别 是 4,… 1, I 

现 设 在 D(A) 中 ， 所 有 图 的 长 大 于 r, E trA* = 0, k = 


1. r. HU 
à ET PN h 0 : . 
Ë | E) (3.9.10) 
M.. r NI NO . 
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1 1 d / Ail 
À: A2 t. Àr Azlz 
M MI AD/ MM, 0 


注意 到 上 述 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 是 .Vandermonde 行 
列 式 ， 它 不 为 0, 故 方程 组 只 能 有 零 解 . 即 Mu = Mab = … = 
.I. = 0, 这 不 可 能 ， 故 所 设 不 真 ， 证 毕 . 
由 定理 3.9.9 和 系 3.9.7, 有 , ' 
定理 3.9.10 (51) K A E n Br dE PCI, ERIGI 
项 式 次 数 是 m. 若 4 的 不 同 特征 值 个 数 不 大 于 m — 2, 则 


KA) < (m — 1y. 
系 3.9.11 车 和 4 的 次 数 为 m 的 最 小 多 项 式 有 一 个 重 数 为 
3 的 实 根 或 一 个 重 数 为 2 的 非 根 ， 则 
(A) € (m — 1). 
作为 定理 3.9.6 RU 3.9.7 和 定理 3.9.9 的 另 一 个 应 用 ， 我 
们 有 
系 3.9.12 K A 是 一 个 =” 阶 非 负 本 原 阵 ， 它 的 最 小 多 项 
KE m 次 多 项 式 maQ), 有 "=m 一 1 个 不 同 的 特征 根 . 如 果 0 
是 ma(d) 的 一 个 2 RIBER ma (X) 有 一 对 根 v 和 使 得 v* = L^ 
对 某 个 整数 成立 ， 其 中 2<k<7,kjr, 则 


(A) < (m — 1? 


E i.s DA) 的 最 小 图 的 长 , 3 s < m—2, H£ 3297, 
结论 得 证 . $5 m 2, 由 定理 3.99, WH s = m I. B 
mam: < m — 1. 由 式 (3.9.9) 便 得 结论 ， 证 毕 . 
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. 51] ch, Hartiwig 和 Neumann 还 证 明了 , 对 于 m < 4 f 
情形 ; (3.9.3) KN. AR, WFR n MEREN A, 
(3.9.3) 式 成 立 在 [51] 中 仍然 是 一 个 未 解决 的 问题 。 

我 们 知道 ， 有 向 图 DA) 的 直径 d 与 A 的 最 小 多 项 式 次 数 
m HR Am I. 因此， 寻找 x(4) 与 了 的 联系 有 可 能 得 到 
更 好 的 界 ， 

— XO. 沈 建 ([53]) 通过 了 对 Frobenius HH — E N f H, M. 
功 地 证 明了 (3.9.3), 并 进一步 证 明了 (A) < d? +1. ([53]) 

对 于 简单 图 (无 环 ， 无 重 边 ， 无 向 图 ) 3 来 说 ， 还 有 下 列 较 好 

的 结果 . | 

” 定理 3.9.13 (Delorme, Solé (54]) d$ G 是 直径 为 4 xia 
简单 图 ， 它 的 每 个 点 落 在 一 个 长 至 多 是 2g eL 的 六 回路 上 ， 则 
4(G) < d+g. 

E ERG 中 的 两 个 点 z,y, E z AH NEN 201108 
回路 Coi E, pig Mz XH Coy 上 与 ERNN p 的 一 
AA, Wy 与 IEEE EX , 4 < d. 于 是 z 与 7 
之 间 有 一 条 长 为 4 十 p MEA q+p+ 1 的 路 , H p < 9, 4 < d, 
HatpSqt+pti 至 少 有 一 个 与 4&+g 有 同样 奇偶 性 ， 故 得 

YG) € d-- g. EH. | 
系 3914 3 G 是 连通 简单 图 且 非 二 部 图 ， 则 


4(G) < 24. 


证 对 G 的 任 一 点 z, HOM, G AA e 的 长 为 奇数 
的 最 短 回 路 ， 设 它 的 长 为 2 +1. BR g < d. 由 定理 3.9.13, 便 
AG) Std. EE. 
事实 上 ， 7 3.9.14 K. M TAE MORIR AA) < s 
2d. 
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K 3.9.14 的 等 号 是 可 以 达到 的 ， 例 如 长 为 和 +1 的 图 ， 
d = p, Y = 2p. 1 阶 完全 图 Ku, (n > 2), d = 1,7 = 2. Petersen 图 
d = 2, = 4, 等 . 

本 节 的 开头 ， 我 们 指出 : 当 A 是 主 对 角 线 全 正 的 本 原 阵 
时 ， (A) =d, 达到 它 的 下 界 . 但 是 (A) = d HEBER 
是 主 对 角 线 全 1 的 本 原 阵 吗 ? 回答 是 否定 的 ， 事实 上 , A G 
是 Petersen 图 的 线 图 时 ， 容 易 验 证 d = y = 3. MA, 寻求 集 
M = (A € P, | (A) = d, d & D(A) 的 直径 } 是 一 个 值得 研究 
的 有 趣 问题 | 

从 上 面 的 论述 ， 我 们 已 经 看 到 ， 本 原 指数 (A) 5 D(A) 的 
直径 d 有 着 直接 的 联系 ， 从 纯 代 数 的 观点 ， 我 们 希望 探索 ， 
7Y(4) 5 4 -的 特征 值 的 关系 ， 近 年 来 ， 这 方面 的 工作 已 引起 了 
数学 家 的 兴趣 

1989 f£, F.R.K. Chung ([55]) 研究 了 4 的 次 大 特征 值 和 
7(4) 之 间 的 联系 ， 得 到 了 下 列 | 
定理 3.9.15 (F. R. K. Chung [55]) t GAM EMH, 
是 A(G) 的 第 二 大 ( 模 ) 的 特征 值 ， MU 


(A) < flog(n ~ 1)/log(k/A)] ." 


证 Rot n BS 1 WM. X un, uz, , un BAM 
特征 值 Au, A2, An 的 正 交 特征 向 量 ， Hi > Aal > . A., 
uj = v Yn, À = k, H A = À. 

BR, BAVA A= Dy Aun], RB uk nx15BE, a 
Jw; WHE. FH | 


(. = YAP (ed), ' 


* MEDD, RE G MILE d < [log(n — 1)/ log(k/X], 事实 上 ， 可 加 强 为 
(A). 在 此 ， 若 G 非 本 原 , NIE y(A) 为 oo， 
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em-pr 人 on 
i>1 


1/2 172 
gur Dr ios | Ef] 


i>i 
= Kn — AP (1 — 0222 (1 (2) 
>0, # (K/A) > n — 1. 


Bü | m > [log(n ~ 1)/ log(k/|A))]. 
FÆ 4(4) < [log(n - 1)/log(k/A)]. H. 
` 当然 ， 由 上 述 定理 ， 我 们 亦 可 得 到 G 的 直径 d 的 一 个 估 
Hxc 
d < (A) < flog(n — 1)/log(k/|AI)]. 

用 类 似 的 方法 ， 对 于 非 正 则 图 和 有 向 图 ， 我 们 亦 有 ([55]) 

定理 3.9.16 MARA G 的 特征 值 是 Al, 2, , 此 处 
Mal E Bal m +, w 是 和 所 对 应 的 特征 向 量 ， (wj; X w 
的 第 ; hE, EB w= min, j) 则 有 


(G) < x(G) < [leg(1 — w)/w?)/ og a L/18D] - 


为 了 考虑 有 向 图 ， 先 定义 C^ 中 向 量 的 内 积 ， 向 量 % 和 
v € C^, u E v 的 内 积 定义 为 Ww 和 vi HRCA, HH 
(u, v) = Yl wv, Æ (u, v) = 0, N u Mv EA. FRK. Chung 还 
得 出 下 列 - 

定理 3.9.17 (F.R.K. Chung [56]) HN K A 的 行 和 均 
A k, 县 4 的 特征 向 最 形成 一 个 正 交 基 ， I . 


1(A) < [log(n - 1)/tog(/|AI)1 
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此 处 和 是 4 的 第 二 大 & M EH. 

车 仅 考虑 有 限 值 的 情形 ， 这 里 ， 4 的 特征 向 量 形 成 一 个 
正 交 基 的 条 件 不 能 去 掉 . Din, FIRE 
1 0 


0 1 
1 0 
A= 
1 1 
1 1 


1 0 
0 0 
0 0 


NIE H 2,0, —1.—1. 但 (A) 与 直径 d(D(A)) 均 是 oo. 
关于 上 述 工作 ，C. Delorme 和 P. Sole (54), 最 近 作 了 一 些 

改进 . | 
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第 四 章 组合 理论 的 矩阵 方法 
84.1 组合 问题 的 矩阵 模型 


_ 在 所 有 的 组 合 问题 中 ， 通 常 以 图 的 形式 或 集合 的 形式 出 
现 . | 
如 上 所 述 ，-- 个 有 向 图 ， 我 们 可 以 用 一 个 矩阵 表示 它 ， 即 
在 图 D 和 (0,1) 矩阵 之 癌 建立 起 一 一 对 应 .此 矩阵 称 为 也 的 - 
邻接 矩阵 . 于 是 ， 图 所 蕴含 的 组 合 性 质 可 以 通过 矩阵 的 代数 形 
KNA K. 当然 ， 刻 划 图 的 组 合 特征 可 以 有 多 种 矩阵 模型 
如 图 论 中 的 关联 和 矩阵 就 是 其 中 的 一 种 ， 
对 于 集合 及 其 子 集 系 的 关系 , 我们 同样 可 以 用 矩阵 前 模型 
描述 它 . | 
W X = Li, „ Za) 是 一 个 n 元 集 ， Xi Aa, Xm mx 
的 m SER, CPR- EST AB]. RITUEEL mx n f 
(0,1) 矩阵 A = (a4) 如 下 : 
1, Xxj€X; i=1,---,m, 
Ë | | 0, rj KX. = 1 n. 
也 称 4 是 n 元 集 关 于 其 子 集 系 XI, Xn Xm} 的 关联 矩阵 
(incident matrix). A 的 行 号 i 即 子 集 X; 的 下 标 ， 列 号 HN 
e; 的 下 标 . 于 是 ， 4 的 第 i 行 上 的 1 展示 了 子 集 X, HN K. 
HH [Xil; A 的 第 了 列 上 的 1 指出 了 含有 =; 的 子 集 ， 第 
SAAN SH z; 的 子 集 的 个 数 ， 于 是 ， 矩 阵 4 便 给 出 了 
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X 的 子 集 系 {XXn Xm} 的 一 个 记录 | 

引进 了 子 集 系 的 关联 矩阵 , 我 们 可 以 把 子 集 系 与 元 素 之 间 
的 关系 转化 为 矩阵 中 0 与 1 的 数量 关系 ,便于 更 直接 地 分 析 问 
题 和 解决 问题 ， 试 看 下 面 一 个 简单 的 例子 . | 

A “在 一 次 舞会 上 ,男女 青年 双双 起 舞 ， 已 知 任何 一 个 男 
青年 都 未 能 同 所 有 的 女 下 年 晃 过 舞 , 而 每 个 女 青 年 至 少 同一 男 
青年 跳 过 舞 , NIE. 一 定 有 这 样 的 两 对 舞伴 bg 和 bg 而 bg, b'g 
都 不 是 舞伴 ， 

这 个 问题 有 很 多 方法 可 解 . 这 里 ， 我 们 用 (0,1) 矩阵 作为 
模型 ， 去 分 析 和 解决 它 . | 

Nm TB WE bi, bz, „ba, n NK N 9g 

BARE WES NENA NZ DLE — PERE mx 
n BE A= (a), 其 中 f 


b; Æ g; 舞伴 > a= 1, 
b; 不 是 97 舞伴 <> ai; = 0. 
由 题 设 的 条 件 : 
A 的 每 一 行 至 少 有 一 元 素 为 0 (4.L.1) 
A 的 每 一 列 至 少 有 一 元 素 为 L (412) 


问题 归结 为 : 求证 , 在 4 中 必 有 两 行 两 列 ， EDT E 
的 4 个 元 素 ， 具 有 下 列 形式 之 一 : 
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证 考察 4 的 任 一 行 , AE M H., 由 条 件 (4.1.1), 必 有 一 
元 素 为 0 KEH F K NI E, 即 os, = O. 又 由 条 件 (412), Æ k 
列 上 至 少 有 一 个 元 素 为 1 设 它 在 第 HE (sZ h), Bl cu = 1, 
若 又 有 一 列 ， 不 妨 第 p 列 ， 它 的 第 h 行 元 素 为 1, 而 第 Ó TF 
RA 0. 命题 便 得 证 ， 
KA 1 最 多 的 一 行为 h, 则 这 样 的 第 p 列 必 存在 ， 否 则 ， 
设 第 。 行 上 每 一 元 素 为 0 的 位 置 ， 在 第 h 行 上 对 应 (同一 列 ) 
.位 置 也 为 0, REA ATH 0 的 个 数 比 s 行 中 的 0 的 个 数 至 少 多 一 
个 ( 妈 awk = 0 这 一 个 ), KHR TEL 最 多 的 假设 矛 导 ， — 
” 上 士 述 例子 表明 , 矩阵 4 蕴含 于 集合 的 组 合 特征 , 进一步， 
我 们 还 可 以 运用 矩阵 运算 ， 来 导出 集合 的 组 合 性 质 . 在 .82.8 的 
-问题 ， 已 经 展示 过 这 方面 的 技巧 .又 如 ， 对 限 位 排列 的 计数 问 
题 ， 我 们 可 以 化 为 子 集 系 的 关联 矩阵 ， 即 所 谓 棋 阵 ， 再 运用 生 
成 函数 一 一 棋 阵 多 项 式 去 研究 ( 见 (14). 
在 本 节 开头 中 ,我 们 引进 的 子 集 关系 的 m x n ARER 
A. K P Q ANBAR m MA n MERTE, 则 如 我 们 所 知 ， 
研究 4 的 组 合 性 质 ， 可 转化 为 考察 矩阵 PAQ, 即 所 谓 关联 矩 
B: 4 在 置换 相抵 下 的 不 变性 质 ， 这 等 价 于 ， 把 N X I 
素 及 子 集 系 的 m 个 子 集 重新 标号 ，: 并 不 收 变 原 有 组 态 的 组 合 
性 质 . 
我 们 考察 4mxn 的 运算 . 4 AAT = B, ATA = C. 前 者 是 一 
个 m 阶 非 负 整 数 对 称 阵 ， 后 者 是 一 个 n 阶 非 负 整数 对 称 阵 ， 
BAY (j) R x. n X, 的 元 素 个 数 ， 而 C 的 (i. 3) 元 素 正 
是 m NF XI, Xm 中 同时 含有 元 素 z, 和 z; 的 子 集 的 个 
数 . 这 里 ， 设 五 为 1 维 全 工 列 向 量 ， 则 A 的 第 ; 个 分 量 是 
[Xi I ITA 的 第 i 个 分 量 是 含 元 =; HN NK. 
对 于 组 合 问题 中 的 某 些 量 之 问 的 关系 ， 往往 可 以 通过 矩阵 
来 描述 .下面 ， 我们 用 矩阵 作为 工具 ， 用 矩阵 特征 值 的 方法 ， 
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导出 组 合 论 中 著名 的 Fibonacci NU HNA K. 
A , Fibonacci 数列 {fn} 的 递归 关系 是 
Sava = Fi + Se: k = 0,1,2,--- 


4.1.3 
o = O, fi =1. ( ) 
我 们 用 矩阵 描述 上 面 的 递归 关系 .由 
| fees = fei Ji l i 
* = O, 1, 2, , 
fiai = feri | 
Ok41 = Aon k= 0, 1,2, tt . (4.1.4) 
其 中 
6 0) “= (各) 
1 0 Fx 
00-0 
fo 0j' 
由 (4.1.4) 可 得 
ou 一 Abo 大 二 12,……， (41.5) 


于 是 ， 求 得 A^, 便 可 由 上 式 求 得 oo 从 而 得 fe 车 4 可 对 角 
化 ， 即 存在 可 过 矩阵 P, 使 得 PAP = A, 其 中 A Mf k. 
就 得 | 


Mm 
A-1 -1 f 
H AT — A| = | A =) —)-1=0; NN A 的 特征 
f * | 3 
. M = Deve dg = 1 . (4.1.6) 
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相应 于 Ar, A2 的 特征 向 量 分 别 是 


(0 m) 


3 
* = p^ 
0 A 
1 x I AEHL Af I N 
MM 一 Àa AE 一 X MM — AE f 


* i 13. 
= a, = A*ay = A* 
v ° of 
1 AH -N 
-xix( X -A ) 


由 (4.1.5) 得 


把 (4.1.6) KRALL, Mf 
203 dfixv5 NAW 
f= Z —3 ]-^ 73 | ‘ 


在 本 章 的 各 节 中 ,我 们 将 叙述 如 何 采用 矩阵 方法 解决 组 合 
理论 中 的 具体 问题 ， 
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64.2 MARERA 


n N X 及 其 子 集 系 {XXn Am) 是 一 个 极为 普遍 的 
组 态 ， 也 是 组 合 数学 研究 的 重要 内 容 ， 它 在 图 论 中 的 表现 形式 
就 是 超 图 (hypergraph). 

下 面 ， 我 们 讨论 子 集 系 的 代表 元 组 . 

FN HD = (xi, , ) KN TFN. (Xi. 
Xm) KI— 8 NK K (systems of distinct representatives), 如 
R zje X; i = 1. 2, m, H . 1 45, i J. i, j 1, 2. , m. AF 
代表 系 通常 简 记 为 SDR. a. HH X, 的 代表 元 . 

B KX (1,2345), 和 的 子 集 系 X, = {1,2,3,4}, 
Xa = (12,4), Xs = {1,2,4}, Xa = {3,4,5}, Xs = {1,4,5}, MI 
D = (1,2,4,3,5) HI (X1, Xa, Xa, Xa, Xs) 的 一 个 SDR. 

一 个 子 集 族 的 SDR 可 能 不 止 一 个 . 例如 D = (4,2,1,3,5) 
也 是 上 述 子 集 系 的 另 一 个 SDR. 当然， 并 不 是 所 有 子 集 系 都 
有 SDR. 例如， 对 于 X = {1,2,3,4,5}, FMR X, = {1,2,3}, 
X; = {1,3,4}, Xs = {2,3,4}, X4 = {1,2,4}, Xs = (1,2,3,4) 就 不 
存在 SDR. . 

作为 SDR 的 一 个 实际 模型 ， 我 们 考察 下 面 的 一 个 例子 . 
如 图 一 个 “棋盘 *, 有 白 格 与 黑 格 各 9 个 ， 分 别 用 w SH b; i = 
1,2,.--,9 K K. 我 们 用 一 种 “骨牌 "一 相 邻 两 格 组 成 的 矩形 ， 
去 改 盖 这 个 棋盘 ， 要 求 每 个 方 格 被 且 仅 被 一 个 骨牌 所 覆盖 ， 

我 们 可 以 考虑 以 8 格 为 基础 对 每 个 5 格 找寻 一 个 相 邻 的 
w 烙 ， 措 配 成 对 ， 放 上 一 块 骨牌 ， 如果 这 些 相 邻 的 f IH, 
则 棋盘 就 被 骨牌 盖 满 ， 为 此 ， 对 每 个 格 ， 以 它 的 相 邻 的 z 格 
档 成 子 案 ， 则 这 些 子 集 所 成 的 族 的 一 个 SDR E A 
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满 棋盘 的 方法 ， 
对 b, 得 到 子 集 X, = (us, u] 
对 bo, 得 到 子 集 X, = {wz ws, we} 
对 bs, 得 到 子 集 X, = lun, ws, we} 
对 ba, 得 到 子 集 X = {ws, ws, wr} 


Xt bs, 得 到 子 集 X; = (us wr}, 对 be, 得 到 子 集 Xe = {ws}, 
If be, CES X; = us, wa}, 对 ba, 得 到 子 集 uh = {wr wo}, 
对 bo, 得 到 子 集 Xo = (ws, wo}. 

我 们 得 到 (X1, Az. , Xo) 的 一 个 SDR Æ (wi, we, we, ws, 
Wa Ws, Ws, wr, wo), ED ERA (biw), (bawa), (bs we), (baws), (58 tb), 
“(berws), (bywa), (baw), (bawe) 恰好 盖 满 棋盘 . 

在 考察 子 集 系 的 SDR 时 ， 首 要 的 是 要 知道 ， 5DR 存在 
的 条 件 ， 我 们 用 子 集 系 关联 矩阵 的 方法 来 探索 它 . — 

EKE n X 的 子 集 系 XI, x. , Xm 的 关联 矩阵 
.是 一 个 nxn 阶 的 (0,1) 矩阵 A = fas). EM 
B (XI. Xm) 有 一 个 SDR, (ca Bin) Aff an = 

ami = 1, OH 1, i a BR. A E. ain, 4 正 是 4 的 
”一 个 无 关 元 组 ， 于 是 ， 我 们 可 知 ; ü 

(xi. Xm) 有 SDR 当 且 仅 当 4 的 项 秩 pa = m 

(xi. x) 的 SDR PB = per A. 

于 是 ， 1935 年 由 P. Hall 得 到 的 关于 SDR 存在 的 充 要 条 
件 ， 只 不 过 是 Frobenius (1912) 和 和 König (1915) 得 到 的 关于 mxn 
JE PF Bi fk yE 38 B SABA (N 52.2 定理 2.2.1). 我 们 用 集合 的 语 
A Hall 定理 . | 

定理 4.2.1 (P. Han) (xi , X) 有 SDR 的 充 要 条 件 
是 : 对 任 一 整数 上 (1 < k < RN i. . ., mf H k TK 
ii. „ i], FN X. U U Xu, 至 少 含有 k N⁊ K. 


306 


Hall 定理 有 很 多 等 价 形式 . 

E mn, FRA (XI. Xm) 的 关联 矩阵 A, 若 满 足 A> 
P. RP P Ë n MERDE II (X1,… ,Xm) 满足 Hall 定理 ， 
H SDR 存在 ， 这 样 的 矩阵 4 称 为 Hall 矩 降 . 在 83.8 H, 我 
从 曾经 讨论 过 它 的 组 合 性 质 ， 如 加 把 4 表达 成 一 个 nn 阶 有 向 

H D = (V, E), 则 A Hall EF, >š H IX D 的 任 一 个 顶点 集 

X C V, X 的 所 有 点 用 长 为 1 的 路 O 所 到 达 的 顶点 集 R(X), 
满足 (ROO > |x]. | 

G. EH Af, RRRA, (Xi... . X) 的 SDH PR 
等 于 关联 阵 4 的 积 和 式 , 我 们 便 可 采用 $2.6 中 关于 per A 的 结 
果 去 估计 SDR 个 数 的 界 ， 记 子 集 族 (Xi,X2,…,Xm) 的 SDR 
个 数 为 NOG, X z. . Xm) M EK 2.6.5 的 另 一 等 价 形式 是 

定理 4.2.2 (M. Hall) K (Xi, Xm) A SDR, BRT X; 
Zu NK. N 
k! MA k < m, 


NOD. LOIN m)! AE m. 


对 于 NOG, Xm) PRR EAE, BORE. 如 果 
-RIME X; 的 基数 ,可 以 给 出 一 个 更 精确 的 下 界 ， 
ls. 我 们 定义 下 列 记号 、 
对 正 整 数 nna 2m, m > 1, 


Fm (ni; Na,; num) - II (111 — i). ` (4.2.1) 
I O<i<m 
其 中 7 
(a). = max(1,a), . (422) 
L | 
a Far 1, | 
. e = { i "200 | (4.2.3) 
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我 们 有 下 列 更 好 的 下 界 
定理 4.2.3 (van Lint (3) K (Xi, Xa, . X) 满足 Hail 条 
件 . H [Xi] = n, i= 1, 2, , m, f; < Ra < e nm; jl 


N(XI, Az, , Xun) 2 Fm (nL . na). (4.2.4) 


为 了 证 明定 理 4.2.3, 我 们 先 证 明 下 列 
引 理 4.2.4 设 mz 1, Qis i= 1. 2. , m, 是 正 整 数 . 
(ni, na, nm) 是 (ai, dz, , am) 的 一 个 不 减 的 恒 排 ， Hid I 


fma, 2,7'*, an.) = Fun, na, t „nm), (4.2.5) 


则 fm 关于 每 个 变 元 ao i = 1,2,…,m 都 是 不 减 的 . 

1E XT fin 的 第 i d 考虑 从 a MKE al > a, 
而 其 余 变 元 不 变 . 由 (ai „am) 作出 不 减 的 置 排 ， 设 为 
RE CM Sai < nk+1i $05 Sn. H (al, 4, . . 4% . „ d) 
作出 的 不 沽 重 排 Rms. (ma Ema 8 Sm Sah € 
myl S S nm. 依 (4.2.5) (4.2.1) 分 别 得 


I Te (1; da, „dt, am) = F(t, UH, Rki i ktit! Rm) 
-| II (in -| (a; k I). II i-). 
0<j<k-1 K Ic. 
II (e =). 
l<j<m 


IÍn(a1,02,::: aj: dm) 一 1 : 


(f af, mii, „ Mm) 
-| l bu. [Ien] 
0<i<k—1 kja . 
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| II 6270 -») | 
i<j<m „ 


”两 式 相 除 


MAC TERMI TER — 

Falz, „a, , am) 
=. (a; = k+1). IL a (naa - ` j) 
II. Sz (ni 7 j+ 1), ] (aj I+ 3). 

(a« — K + 1). IIS 161 — J). (1 — 1+1), 
“(aaa = k+1). II. LIS CIA JT). (a -I 1). 


因为 
II (nii 一 j). = (141 *). te (u-i 一 [十 分， 
k<j<1—1 . 
II (nj+1 一 i + 1). = (nape — k). (nr — 14 2). 
ISI ! 
H 
q; Sni SECA S. < tua S m Sah, (4.2.6) 


* 
l Fatal, , dt, Ga) < fla, ,a, , un), 
等 号 当 且 仅 当 (4.2.6) 都 取 等 号 时 成 立 ， 证 毕 . 

a! 我 们 证 明定 理 423. ` 
《定理 4.2.3) 
2 m= 1, X, HF SDR ** 11 ^. 易 算得 vA = Fim) = = 
ni, BD (4.2.4) N. 
RSF FRM < m 的 满足 Hall 条 件 的 子 集 族 ， (4.2.3) 成 
x 用 数学 归纳 法 证 明之 ， 
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情形 1 (XI.. , X.) 满足 Hall 条 件 且 不 含有 这 样 的 
TRR. ERNE k MART. {这 样 的 子 集 族 称 为 痢 界 区 
a). 

选取 XI Z— a 为 代表 ,并 在 其 余子 集中 去 掉 a, UL X; 
d XMa)i223,m II IXII 2 n, — 1. 等 号 当 且 仅 当 X, 
&& a, NN. T (Xh . , XL) 仍 满足 Hell 条 件 ， 由 归纳 
假设 ， (4.2.4) NW. AX 的 式 子 可 取 等 号 或 不 等 号 ， 对 于 
N(X,, ) 的 下 界 ， 取 一 个 较 小 值 是 恰当 的 ， 由 引 理 424, 
可 以 都 取 ni 一 1. 因此 


N(X2, A4, X5) > Fn_i(ne 一 1, 13 — 1. „ "m 一 1). 


E X, 不 取 ai 而 改 取 别 的 元 bi 为 代表 ， 则 X. Hh 后 得 
到 的 子 集 X 未 必 与 Xi 一 样 ， 但 仍 可 以 取 Fm-i(nz -ma — 
1 一 1) 为 下 限 ， 因此 


N( XI, Az, Xm) > niFm_i(na — 1,3 — 1, „ h — 1) 
zm II (u 2 1 — i) 


Ogi m—1 
= nilng — 1) (n 2) (u — m + 1) 
= [I (4-2. 
O<i<cm 
K N(XI, Xa. Xm) 2 F (u, 12, na), 
„ 情形 2 设 M 有 一 临界 区 组 Bh = {Xu i= 1.2, , 4) 
H vi < s < +++ m0 < k < m. J. h zh XK. 的 
所 有 元 并 令 去 元 后 的 这 mx NF RA Xj j- 1,2,: * k, 
By, 及 { J = 1, 2. m - ky ARR Hall 条 件 ， 且 无 相 
同 元 ， 因 而 各 个 SDR 合 起 来 就 成 为 M 的 SDR. 因为 Ber 和 
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* 14 01,2, m- k) 的 子 集 数 都 小 于 m, KN HRM 


N(X. ., X., As.) 2 fs(na na, ; nr), . f 
N (xn, Xa, , xi.) E fe (xlr. xi. l., XL 


ak 


) 


N(Xi, Xa, tee A.) = N(X. I, Xop "t XN, t Xu.) 
> fiery,» nu, fua) fk CA , X x”. Ix; -b ) .. 


对 Ix]. j- 1.2... mk, 均 取 Tu; 一 k, 则 Ffm 值 变 小 ， M 


NIXI, Xa, Xo) > finer ne,, , n.,). : f 
‘fin_k(nps — By Mug — Eng a — B). (4.2.7) 


因 X. 已 按 不 减 顺序 排列 ， 故 
Ne, < Ties < tit € mer, 


且 因 为 Bix REA k THR: ik LN < k, 这 些 This ‘= 
1,2, k JE PH RPA, HAK kM, A 
ni $ no, i= 1, 2 , kí MRSA 


Fr(nu, nu, „ n.) > Feta ma, , n). 


B n, — k, j = 1,2,-..,m 一 天 亦 已 按 不 减 顺序 排列 ， 由 归纳 假 
. 设 l 2 
finn (thy, — k, n — k, Ut fua — k) 
= MOM — k, Tiya — k, „n — k) 
= I (ma KJ). 


OS5< mk 
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# Ny, < Ty < N < US N= 则 上 式 是 


II 6 J) 


k<j<m 


若 在 n4; = 一 1, 2,° ‘m= k 中 有 若干 个 在 Ny, 之 前 ， un M; < 
vy, 则 Thu; S n <k, 1 4 


(ny, - k - 70 = L 
Hk Sr cu H, nry Sn < h < r. 11 
(nrti — "7)» = 1, 
T 
(n4, 一 k- J). = (pr+1 - te 


故 凡 是 那些 在 w 之 前 的 u, 都 可 以 按 上 式 改变 形式 , 而 那些 
E w ZAR vj, 应 按照 v 1 起 到 m 的 编号 排列 ， 而 且 写 成 


(ni 一 The, 2 
II (nu; — K - š), = II (nii - f) 


g<j<m—k k<j<m 
代入 (4.2.7) 
ONG, Xa XS) 2 II 0 - 5) II 0 72» 


odjek e k<j<m 


N(Xy,: An) z II (n 71 — fle 
üzj«k 


由 数学 归纳 法 ， 不 论 m 为 何 值 ， 定 理 423 ER. 
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FE KN , Xm) SDR 的 个 数 的 下 界 (4.254) 是 一 个 
最 好 的 下 界 ， 我 们 可 以 作出 一 个 子 集 族 ， sum SDR 的 个 数 
G TRT FN. K 
(u Fat, 
1,2, , n 1. il, 3En <i, 
3 [Xd = n. BOR (xi. Xm) 的 SDR 个 数 ， 依 次 选取 子 集 
mnm. Xi din 种 选择 ， 因 


XI UX, U:--U Xia = 11, 2, „ max(n. 1, i 一 1) 


WU n > i 时， 前 面 i 一 1 TRER i-1 PRR, MX. 
有 mu 一 i+ 1 种 选择 代表 方法 ， 若 mm < i, POPE 
i AW ni-i < ni < š, Won Si- 1, max(noi,i—1)2i—-1, 
11,2, max(ni-1,i7 1)) 恰好 是 前 i 一 1 个 集 所 选取 的 代表 集 ， 
故 XX 只 有 唯一 方法 选取 :为 代表 ， 综合 上 面 两 种 情形 ，XX; 的 
代表 有 选取 方法 为 
ni i 1, Fun 2 i, HI n i+1> i, 
" Hn <i, mus 


BA n; 1m i M. (n. —i+1), = 1, K X. MRM (n; - i J). 
种 选取 方法 ， 令 i= 1.2, , m; 依 乘法 原则 

. N(Xi,-- Xm) = II: (mi1 — i). E 

. Dim 


. = Fan, NZ, „ nn). 


下 面 ， 我 们 说 明 求 子 集 族 SDR TER. XT REIHE 
Mei. NIN AN F: | 


X) = (1.2, 3}, X2 = {1,2, 3,4), f 
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Xs = {2,3,4,5}, X, = {3,4,6}, 
Xs = {1,2}, Xe = 1, 2, 3}. 


顺 次 取 1€ Xi, 2€ Xa, 3 € Xs, 4 € Xs, 但 Xs 的 2 个 元 都 

已 取 为 代表 在 前 ， 不 能 再 取 ， 记 So = (1,2,3,4), & D = (1,2), 
的 元 1 已 作为 X, 的 代表 ， 但 X, 中 ， 3815, 故 把 3 加 入 到 

To PRY TI, BD T, = {1,2,3}. To 又 有 一 元 2, 2 ERA X. 的 
RE, T XQ PRA 4€n, 但 元 A NN Ty PETRA Ts, BD 
T, = {1,2,3,4}. Xs 有 元 5ET2, WA Tr rh Ts = {1,2,3,4,5}, 
# Ts PFC SES, HM 5 € Xs, M Xs 原来 的 代表 sgr, H 3 € Tj, 
NN 3 & Xi, Ti Xi 原来 代表 1 € To, HOR 1 E Xs. N X., 有 
68713, Æ Ts Nm 6 得 T, = 1. 2, 3, 4, 5,6}. # T, P, 8ESo, 
获取 6 E X., X, 原来 的 代表 4€Ts, 4ETi 4 € Ta, MK 4 € Xs, 
X, 原来 的 代表 2 € To, K 2 € Xo, 于 是 ， 便 得 一 个 SDR 为 
(3, 4, 5, 6, 1,2). | 

一 般 地 ， 对 于 子 集 族 (Xi,… ,大 m) K SDR, 算法 如 下 : 

依次 取 a, € XI, as € Xa, . , 4 € Xm, H di N az, š Z j, 

i,j 1,2, , ni, 则 得 一 个 SDR X (ai, sam). 

EN a, € X, i = 1.2, 71, 1 < m, Hf X, = {br ba, , bt] € 

[m . 05-1), N X, 的 元 都 已 取 为 代表 在 先 ， 不 能 再 取 . + 


l To = Abi, ba, „ be}, 


以 Xb) K bi 已 取 为 代表 之 子 集 ， 且 设 X(h) 中 所 有 不 属于 
To 的 元 是 Deas bese, 也 有 可 能 这 样 的 元 不 存在 ， 但 总 可 构 
成 . 

1 E Shan | E 
车 有 brs € Ti E b+; € (a: M 212 IR bo € X(5), h e 
Xr- 车 Ti 的 元 都 属于 ín „, 1), 以 X (bz) * bz 已 取 为 代表 
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”的 子 集 ， 把 X(h 中 不 属于 II 的 所 有 元 添 到 T, EP Th, 
# Ty PRT b. (al, . 4-1), MY bu € X (b2), M b2 € X. 

一 般 地 , 设 按 照 上 面 过 程 已 得 到 T, E Xm) 中 所 有 不 属 
FT, HIRD TRH Ta EB T bu Elan aei) 
W by, E Tb, MUF bu, € Tia, 而 Tos 中 会 有 To, E X (bua) 中 不 
WT T., 的 所 有 元 ，w < m. bu E(as a, a), M bu To, M 
必 有 bu, € Tag, us < us. 继续 进行 ， 得 | 


bu, € X (buy); bu, € X (bus) s ba. - E X (be.) 


Eba, € To, M b., € X.. 按 此 过 程 ,一 直到 求 出 (Xi, , Xm) 
的 一 个 SDR 为 止 、 算 法 的 证 明 可 参见 [3]. 

”在 $2.6 中 ,我 们 曾 讨论 过 在 5 = (5,2, n] 上 的 rxn 控 
TEN (r < n), 成 称 拉丁 矩阵 如果 = n 则 又 称 为 拉丁 方 ， 
FE TIT MENS BEBE SDR 的 一 个 直接 应 用 . 

EI 4.2.5 H 8 = 1, 2, ., n 上 的 一 个 + xn STE 
PE A, 则 4 可 以 扩展 成 为 8 上 的 拉丁 方 ， 
证 RS K S NHR A NN j NMR. N 
S = nu, J 1, 2, n. FRB M = 5; 5 =1,2,---,n} N 
E Hall 条件. 因为 任何 一 元 所 在 M PRA BUA n= N. 若 
任何 k 个 子 集 ， 钢 如 S1. . S 仅 包含 天 一 1 PASTE, M k 
个 子 集 总 共 至 多 有 (n 一?)(k 一 1) 个 元 . 但 实际 上 ， KAA 
- 应 有 (n — 7)k N, 产生 矛盾 ， 由 此 可 知 ，M 必 有 一 个 SDR. 
这 个 SDR 作为 第 r+1 行 ,和 4 合 起 来 构成 一 个 (r+1)xn 的 . 
拉丁 和 矩阵， 重复 上 面 过 程 ， 到 得 到 一 个 nxn 的 拉丁 方 为 止 ， ， 
ur. . . 
K 4.2.6 M81, 2, . ), 4 是 5 上 给 定 和 的 rxn f 
丁 矩 阵 ， 则 增加 一 行 亿 构成 (r+1) x n 拉丁 矩阵 的 方法 至 少 有 
(n — r)! fg. 
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证 ”由 定理 4.2.5 中 证 明 ， 直 接应 用 定理 422 得 出 这 里 


k-n-rc«n. 


34.3 ”公共 代表 系 与 独立 代表 系 


| ERATARA n NN 
| AUA . 4% 0 (41) 
-其 中 | | 
A. À; = 9,. i * J, i, = 1, 2, m. 
LETHE MAS 
T= B, U Bh U- OB, (32) 
其 中 | 


B;n B; = 0, 1 7 3, i, 1 = 1, 2, „ m. 
AFT T H- NA E WE 
A. E z 0, 2 = 1, 2, , m, 
B; OE Z 0, j= 1.2, , m, 


即 存在 E= {a [i= 1.2, , m] 


(4.3.3) 


ANB; = (ai) i,j = 1, 2. „ m, 


则 如 为 工 的 两 个 分 拆 (43.1) 和 (4.3.2) 的 一 个 公共 代表 系 (sys ` 

f tems of common representatives), iB SCR. | f 
.关于 SCR 存在 性 ， 有 下 列 充分 必要 条 和 件 . | 
定理 asi RAT 的 两 个 分 刘 (43.1) 和 (432) 具有 

SCR 的 充 要 条 件 是 : 对 任 -整数 k = 1 m DERE ET 
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FM Ass Ags 并 集 AU . 0 Au, ELUS k 个 子 集 B, 
(21-- m). 
证 .对 了 的 两 个 分 拆 (4.3.1) 和 (43.2), 我 们 引进 它们 的 
FESS pe 09382. 
mx {L2 m) 上 的 两 个 置换 = 和 使 ` 


a € Aet) n Bre), t=1, 2, 
ROUSHEERE C = (Cy), C š m KERN NK, Jo 
Cy = Ain Bj, 1.1 1.2. m 


显然 , 这 两 个 分 拆 具 有 SCR e C # m NEN Co 
(i= I,. m) — p, = m. 
| 由 定理 2.2.1 可 得 pe = m <>. 不 存在 (m — E) x (k +1) € 
子 和 矩阵 (0 < k < m — 1) «— RARE m — k A., 它们 的 并 集 与 
k+1 + B; 不 交 > 不 存在 上 个 An ETERS k+ + 
B; «— ER k + A; 40 A Bi k = 1,2,. 
”这 就 证 明了 定理 .证 毕 . | MEM 
系 4.3.2 NEW 431 的 条 件 及 记号 ， T 的 两 个 分 拆 
(4.3.1) 和 (4.3.2) 共有 per C 个 SCR. | f 
F CR m RES SG C.- i = 1,2, m, 可 产生 
TES Cort 个 SCR. EE. 
N 4.3.3 MT HAPS (4.3.1) 和 (4.3.2), 每 个 4 和 
S B, 都 是 7 元 子 集 ， 则 两 分 拆 必 有 SCR. 
证 这 是 定理 4.3.1 的 特例 . 
至 今 ， 尚 不 知道 三 个 集 族 有 公共 SOR 存在 的 条 件 ， 甚 至 
没有 一 个 接近 的 猜想 ， 0 
作为 定理 43.1 的 一 个 应 用 ， 我 们 有 
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21 4.3.4 UG I R HAG z 
PM 并 设 
i G= Hz U Hza Ú : U Hz4 

是 G 的 一 右 陪 集 分 解 ， 且 
G - HUH U:--Utml 


i * G 的 一 左 陪 集 分 解 ， MUFE 21322: * s Zm, € G, 使 
G = H UHU U Ham I 
| MEME (4.3.4) 
f =z#HUzə U- U z; H. 
证 因为 
Hail = H| = ly, i. j 15,2, m 


PREM 41 HK 438, 两 分 拆 Hes Rl vH, IHE SCR, 
BOR uu 的 顺序 为 uH, 则 有 | 


21 € Hx, ny H, en 


故 得 (4.3.4). TE. 

Rado 3E T AAN HN NH M. 建立 了 独立 代表 系 (sye- 
tems of independent representatives) 的 理论 ， l 

我 们 先 建立 独立 关系 的 概念 . á 

SK. 8 的 一 一 个 独立 关系 是 一 个 关系 序列 I, Ia. i 
es EB Z, c S" (5^ É S É n KERER, I 3 Hac 
A, LET ECOL „ zn), % € S, 1 1,2, n N), 
m" Lis 上 的 一 个 n 元 关系 ， ,满足 下 面 特性 : | 

(i) # (1,22, Dm) € In, 则 必 有 (21,22, ven-) € Im-1- - 

(ü) 2 (ri, 2, „m) € In; MN .-). *Zx(m)) € 

Im, M (1,2, m 的 任何 置换 = 都 成 立 - 
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(ii) 车 (enan: ` Zm) € Im; 0,2, „ 1) € Inga, 则 必 
FE y € lui, 32. m1], 使 a 


(21,22; Em; y) € Imi. 


(iv) 对 于 任何 e S, G (z, 1) S. 

H ES (el, rz. , Im) € In, W £ EO I A. 否则， 就 
是 相关 的 . | | 

由 定义 可 知 ， 一 个 独立 序列 的 子 序 列 也 是 独立 的 ， 独 立 序 
列 与 序列 的 次 序 无 关 ， 而 且 ， 只 要 序列 中 含有 相等 元 ， 则 该 序 
列 就 是 相关 的 . 

我 们 可 以 举 出 独立 关系 的 例子 . 

把 独立 关系 解析 为 不 等 关系 ， 则 上 述 i-i) 条 件 满足 . 
因为 zi 22. „ m 均 相 异 ， 则 z1,22,… ,zm-i 必 相 异 , WE G). 
相 异 关系 与 元 的 次 序 无 关 ， 满 足 (i). æ1, w, m 相 异 ， 且 
Vua „1 亦 相 异 ， 则 后 者 之 中 至 少 有 一 个 y zumo, 
zm WHS. WE (i). 因为 z = z, 所 以 (z, zL, 满足 (v). 

又 如 ， 我 们 可 以 把 S 解析 为 一 个 向 量 空 间 ， 独 立 关系 解 
析 为 向 量 的 线 铂 独立 关系 , BARN msnm ARE 
A., rz, „ m) € Im. EZ, K zl,za ,zm 线性 相关 ， 则 
beit: , ge Ia, 这 亦 满足 (0- (v) 条 件 ， N, Kr, 22. 
am 线性 无 关 ， Mi, rz, , - REL, 满足 (). 线性 无 
关 的 特征 与 向 量 的 其 序 无 关 , WE (ü). 车 (211 ra, . „m) E Im, 
即 21,22, ,zm 线性 无 关 ， RE (M, 12, mn) € Imei, BD 
Visas tti m+ 亦 线性 无 关 ， 如 果 不 存在 y € lu, 2. m) 
使 y 与 zt z, ma REFER, EMEA 1, i= L2, ml 
都 与 x1,z3…,zm 相关 ， 则 Visas Vga 亦 必 线性 相关 ， 与 
FEFE 满足 (ii). 最 后 ， 向 量 x 与 自身 线性 相关 ， 满足 (iv). 

集 S 的 子 集 序列 (41, A2. , An) 叫做 具有 Hall 特性 (Hall 
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mA EY 如 果 对 于 每 个 上 ke 1. 2. n], FR A, i = 1,2, 
n 中 的 任何 上 塔 的 并 集 必 包含 1 rz, „ K (1, 2. 
Tk) € fy. 
K (An 4. 4.) 是 集 5 的 子 集 序 列 ， EN 
WH i (A1, A2, , A,) 的 一 个 独立 代表 系 (简称 为 STR), WR 
(21,2£2,---,24,) € In H zy € Ay, k 1, 2. n 
车 把 独立 关系 解析 为 不 等 关系 , 则 (zt z, ., ms) 相 异 , H 
mk € An, k = 1,2, . „n, M ($1,283, ,Zn) FAR (A1, Az, 
An} 的 一 个 SDR. 由 此 可 见 SIR 是 SDR 的 一 个 推广 
下 面 给 出 子 集 序列 存在 一 个 SIR 的 充 要 条 件 . 
”定理 4.3.5 (Rado) ” 集 S 的 非 空子 集 序列 (A, 42，… An) 
有 一 个 SIR 的 充 要 条 件 是 (A, A2. An) 具有 Ball 特性 . 
证 (Ai, A2, , An) 有 一 个 SIR (xi, uz, , ra), 其 中 
zy € Ap, k = 1, 2, , n. SET ff k M (A... A. Aa) N 


(ru, ate, Zin} C A., U AG O. A Lo. 


而 且 (z, 24,- . ) € In, 必要 性 得 证 . 

É (Au, A2, . , A.) 具有 Hall 特性 . Hon = 1, AN 
NA Ai, 则 xy € Al. 41 为 子 集 序列 是 A 的 一 个 SIR. BE 
对 于 任何 具有 Hall 特性 的 n 1 个 子 集 的 序列 ， 必 有 SIR A 
在 .对 于 具有 Hal 特性 的 (Ai, A2, rd); AMHR, 必 存 
在 (A1, Aa, ., An-1) 的 一 个 -STR(e xa, °° rf, K v. € ^s 
121,2, n 1. fk Hal 特性 存在 着 


(1, ½, n] € In, {91 z. h) CAU Az U. U Ay. f 
依 独立 关系 的 条 件 (Bi), 必 有 | | 
| yE (91,927 (21,2257, Zn-1,9) € fa 
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X y € An WS y = te. 于 是 (21,23, 282120) 为 
(Ai, Az, „ An) 之 一 SIR. f 

E yvEAn, RX Rik, HN y E A1. FRF (A2, . A.) 
具有 Hall 特性 ， 故 依 归纳 法 假设 ， 存 在 着 (A2, An) 之 一 个 
STR(oa， , vn), 以 2 表示， 一般 说 9” 可 能 多 个 ， E 

定义 p(w) —l(k | zx n, K = 2,3, . , n — 1H- PROS ç 的 个 数 
HH, 故 p(w) 必 存 在 极 大 值 . W o ACT w (ua, us, uu) Bf, 
plw) 是 ole) 的 极 大 值 . 因为 (en, 22. soy) € L., 则 必 存 在 
z€ [21,223,725 3, y) K (2, uz, . , un) € In, NE z Z zy, 
k—2,3,-.-,n-1. 用 反 证 法 , 若 z = m 2 < k < n-1 Wi z N w, 
i2, n, N N u. È m = (ua, uoi hy uli, · , un), 
Bi n € 1. K K (A: : An) 的 一 个 STR H a(n) = p(w) 1. 
于 是 p(w) ERA, SARPA. WK z = z Ry 2 u 2, N 
(ur, ua, „ un) & (A1, Az. An) 的 一 个 SIR, 定理 的 充分 性 得 
KE. 
”已 经 得 到 求 SIR HK, RNA [3). 


84.4 ” 常 系数 线性 递归 式 求解 的 矩阵 方法 


. 我 们 考虑 下 列 的 常 系数 线性 递归 关系 
{ u = cxiun I-17 au- + + aun + bs (4.4.1.1) 
| Ug = Co, Hy ci, „ Upi = Ch-1 f (4.4.1.2) 


(4.4.1) 


Ea N MME (6 1.2, m 0,1, k-1 H (anen 
是 给 定 序 列 . | 
”一 般 地 ， 要 解 递归 关系 (141), 我 们 先 要 求 下 列 齐 次 关系 
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的 一 般 解 (, en 
Untk = O15 上 E 一 1 + O28 2 id ru. (4.4.2) 


然后 求 出 (441) 式 满足 初 值 条 件 一 个 特 解 (tn) me E (4.4.1) 


的 通 解 (tim + un) e- 
解 (4.4.2) 的 第 一 步 ， 一 般 的 方法 (m. i 是 对 应 的 特征 
方程 
* — ARE _ aa? — . -. 0. (4.4.3) 


众所周知 ， 当 > 3 时 ， 求 (4.4.3) 的 解 和 ; 是 非常 困难 的 ， 因 
此 ， 特征 方程 法 一 般 只 适用 于 k = 2 的 情形 下 ， (4.4.2) 的 求 
. 
| 近年 来 ， 出 现 了 求解 (442) 的 其 它 方法 ， mios 
(150), 组 合 模型 法 (f6]) 等 . | 

这 里 ， 我 们 将 介绍 一 种 解 递归 式 (44.2); (44. 1) 的 矩阵 方 
法 CR, [7]). | 

构造 一 个 矩阵 A, N (44.3) XA 的 特征 方程 我 们 将 从 
A" 中 ， 导 出 (4.4.1) 的 一 般 解 。 

设 4 是 多 项 式 (4.4.3) 的 友和 矩阵 (companion matrix) 


o 1 0 .. 0-0YX 

0 0 1 0 0 
A= 21 unm 

0 0 0.0 1 

Ok Obl -: '' 09 a 


WA 的 特征 方程 是 (4.4.3). 由 Hamilton-Cayley 定理 
”hh 
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BEFA k x 1 N 


= (co, C15 01-1), 
Bs = (0.0, , 0, b 7, 30.1. 


2 | 
mE | ain AT 
A™C + A7 By + A77? B, +... AF? Ba = (ald, U `) 


(4.4.5) 
我 们 将 证 明 : (a) , 满足 (4.4.1.1). 由 方程 (4.4.4) 


| 
A"C = Lau- O, 
I i=l 


Am-i-1B, = Ya same Bi, 120,1, 2. 
t=1 


因而 
(a1), .. y = Anthea + APTE p, + anth-ap Tes 
+ A*B,- + 4 5 
= Y 4 -. + Ber. +e 


i=l i=l 


+ Yati... + AB, 
121 


. n 
=, ( T > nme) 


f=1 


n-1 
+a ( 4- — A A-. ) 


i=l 


+ Yd Bs + a (eme 4 Y Ar- 3 


122 =1 


+ 323 - 


"0 Ez: 
+ y A-. +- + OR (re + 5 rn 


i=3 i=1- 


ta AB, ey + AF Bn- (4.4.6) 


i 0 =. 0 1 0 - 0 . 
A= : h „ 1 0, 1,2, . , — 1, 


BKB (4.4.6), 有 ° 
(aren. y =e (et-, . ) 
+a Coss .. * + (0, gr 


+a (ab-, y + (0, 07 


ras (a™,...)" + 0 e + (hs . 


于 是 al) = ouai H7 D + ad- .... 4 aya”) + by H 
(4.4.1.1) 被 满足 . | 
Hi (4.4.5) 


(400, * = APC = (oo * 
(a, oe )* =AC = (e, ” ou 
C tt * - 4 10 = (Ce-1; "t 5 
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这 就 是 aQ) = 6,12 0, 1, 2. , 1 4 H (4.4.1.2) h. TA 
| (ase = (a0) e, (4.4.7) 


EBAR (1) -T. | 
Fx, RATER stm) 的 组 合 表达 式 、 由 公式 GAS 


al) egal + eua + coal 和 +-- 


"Feci thai Pha . 4 . . bar 
(4.4.8) 


RAB A 的 带 权 ar, as, sos 的 伴随 有 向 图 D. (EE 
D, NEN NN 1). 


H 4.4.1 


图 DD 的 定义 如 下 : K 4 = (ay) M DD 是 一 个 有 向 图 ， 从 

点 i 到 j 有 一 条 带 权 ay MM (, ) SED ay # 0 (ij = 
1,2,-,n). K D 中， 一 条 途径 的 权 被 定义 为 这 条 途径 中 所 有 
MRA. AG KN A 的 长 为 m 的 所 有 途径 的 权 的 
和 . 我 们 有 IEEE | 
3/38 4.4.1 at? = atin) f 
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证 ”考察 从 1 到 了 的 长 为 m 00 f E W. dh br fn = 
1.2. v K). 对 于 1< mx * — 1. 


他 -| m1, 
Y do KK. 


BR, 


amtii) a , 1 #m=j-1, f 
5 0 #j<m<k-1. 


RE, Wm > k-1: KI Bj ; HEH m 2 Jk TAE 
1222 1 A h... j 


HEBRT MA 13] j 的 路 . 我 们 看 到 : 上 述 途 径 是 与 从 j 到 j 的 长 
Am—-j+1 的 途径 一 一 对 应 的 . 


因为 路 1 一 2 一 3 一 … 一 了 的 权 是 1 我 们 有 


ramon — gn. 


3 4.4.2 af = Yl agi f 770,4 21,2, K- 
1. K, XH. fO — a 40), fo 1. H 


m $50 -十 3 
f= "n e oo 


MNA i 617527 “3 
5,20 (isl, 2. · 1 


证 ”由 有 向 图 D, BR, HN K AH FN E AH 
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N 
2 


ess 8B 


Ci . N kok f 1 Ol 
C * A- = 2 œ 
Cs k = (k — 2) (- 1) — k 3 ag 
k | k—122—.—-.—h k w 


TR Mk 3) k 的 任何 长 为 m 的 途径 必 包 售 5 个 Ca 个 
C4 25 %% T Cp. 


从 点 了 到 了 长 为 m 的 途径 ， 1Xxjsk-1HT30 j ME 
式 之 一 . 


形式 (1) in ">k C MH 


TT ARENS NER: 
形式 (2) 了 一 3 
形式 (3) 14. 2 akma 


XX (i) j> kej B 


BR, ER (i, i = 1, 2, . J, 的 前 部 分 的 路 与 后 部 分 的 路 合成 
一 个 图 C. iu 也 就 是 ， 存 在 一 DE-. CH | 
MPFR (18187 


2 
(m) 
9j =}, 
i=l s4--242-4------Ra, zz 
- n20, tXh—í--1 
"21, t=k—-i+1 
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(^ pM 
| . 1. 


41, 8275 (1771 — 1), — 8k 


j 
= Mou 


i=l 817-2823: ka, m—&--i—1 
#220 (£e:1,---,k) 


81 + 89 T. ` + 5, . f 
` . alar . ay, 
81,82,**^,8& 


1 < j < k. 
为 了 方便 叙述 ， 设 


. f) = Fm) (al, qa, . cr) 


c T 


= > | 6 Tur c) ajo a. 


51722 hs —m. 381; 82 138K 


s+20 (t1, ^k) 


于 是 


4 = -Y Qk- amm w, 1 <j < k. 证 毕 ， 


tzla 


33 443 Fee = abe = Diet Opn ign fD, 


证 ”由 上 述 分 析 
(m) [0*5 
aik = 
812423 hm 81182: „3 
OI, x) 
ajo» os = = qim), 
由 引 理 4.4.2 


b De af 1-9, 
i=l 
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于 是 | 
g) = 一 atm m) 一 B Ne EE 


i=1 - 


定理 4.4.4 BAR (4.4.1) 的 解 是 


E E 
un = > Cj-1 > -= (m—k—i+i) 
` j= i=1 . 


m—k+1 f ! 
+ L yaf, 4409) 


ja 


* E 
Um =Y ea 》 opis 
j=1 21 
"tote 


412831 TAU m—k-i-j ( 817152, „sx 
. ai2D (t=1,--,k) f 


mk : 
at N ba 
3=1 81--252----- ka, m-- j--1 
ai 2 0(ta1,---,k) 
511 a2 4 US 
atto . ah. 
61742, · ° „ER 


证 由 性 4.7) 和 (44.8) 


= alu = "m Des aa ) ` + "> bal m-j) 


f jml : A 
Yep + * bye ya( 7170 
` j=l j=1 . (8138 4.4.1) 
m—k+1 
De. Der eif r), NT b- fecic 
j=l 1—1 j=l | 


(8138 4.4.2 N 4.4.3). 证 毕 ， 


„ 829 - 


K 44.5 
k-1 


üm = Op fe MH) E Sg ray fr k-i+i) 
. 31 isi . 


m—k+1 
+ 3 p; f 17875, 
j=l . . 
证 ”由 引 理 4.4.3 和 公式 (4.4.9) F 可 得 
系 4.4.6 递归 关系 


Unyk = atn+r 十 Bon + bn | 
(4.4.10) 
uo = Co, U1 = C1 Wk—1 = Ch-1 ü “rs k — 1) 
AN 
r—1 k-1l . 
Um => c,Bf 77 + Y. ej N 
j=0 j-r 
m—k+1 
+ y bjf A, 
- jml I 
这 里 
ym) = x` C re m > 0. 
1 L- V Y i 
7 4, 20 
证 K (441) HS ar = 8,0454 = a, BX aco 由 
(44. 9) 


- us = Cj- abf (moked TD. Y. 11 (ef (-A- 


. gel j=r+1 
m—k+1 
+ af-u-ietv) " . y^. p; fm) 


> 


r k f u ^ 
= > cj-18 sim 计划 + > feni. fnit 


j-0 jar 
m-- 1 . . f 
+ J, bja JTA (3138 4.4.3) 
j=l 
r-1 . m-h4 
= > e; ;8f 07-5 + b» e; fim) 4 >. bj- jenen 
jor j=l 


这 里 
fms E C T ) prov. EEK. 
I kzd(k-v)y2m y I . 
z,y20 
在 (4410) 式 中 ， 当 如 =0 时 ， 变 成 
{ nk = Attn + Hun 


A to = Co, ui = €1,7 Wht = Cc. 1 4884 1). 


K 446 的 结果 与 [a] 中 的 结果 一 致 
当 = O, = g= I. T =I, k=2 H coc =, 


tis = co f 0079 + 6, Fi) = p(m—3) f. p(m—1) 
fl = Y uu - (77%. 
g^ ri y k=O k 
XR Fibonacci 数列 的 组 合 表达 式 . 


下 面 举 一 例 以 说 明 本 节 公式 的 运用 . 
b MTS 


Fats = 2F,+4 + 3E, + (2n 一 1) . 
Fo = 1, P, = 0, F; = 1, E = 2, F. = 3. 
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& B, = J, a 2, 6 —3,5, =2n-1 


co = 1,01 = 0,02 =I, es 2, c = 8. 


由 式 (4.4.10), 易 得 


(n-8B/8 fn 42 — 5 | 
F.-3 ` ( | J 3*9n-52-5 


m=0 z 


Kn 7/8] f | 
+ 3 $5 un — Ar — ) 35 n- 7 


zw) 


2% fn dr — 8 
+8 8 (" 3z9n—5=—s 


— 
+3 1 8 (5 — — ——5 


n. d 8 12 4 4 l 
+ Fo - 3) y g72n-52—4-j, 


$4.5 ”区 组 设计 


Ü X= fe ce} 是 一 个 v 元 的 非 空 集 ， Xo X, 
E X 的 5 个子 集 ， 它 们 不 一 定 互 异 ， 工 的 子 集 RI, x. , x. 
的 关联 矩阵 是 下 列 的 bx v(0,1) BE 


A=(ayli<isb1<j<v), 


这 里 ， 当 z; € Xi 时 ， Qij =1, 当 z; € Xi H. Gij = 0. 在 $4.1 f 
中 , 我 们 已 知道 ，4 的 第 i 行 展示 了 集 基 :的 所 有 元 , 而 4 的 第 
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j 列 展示 了 包含 元 2, EA AMAT EM X. x. X 
的 组 合意 义 . | | 

我 们 将 描述 一 类 在 组 合 论 中 ne (configu: ` 
ration). 
称 为 构成 一 ++ 设计， 如 果 它 们 满足 下 述 两 个 条 件 : 


每 个 X, TE (4.5.1) 
X x t G TR T, 恰 有 Xi, xz. X 的 入 个 包 
$T. | | (4.5.2) 


一 个 二 设计 通常 记 为 Salt, x, v). X N EH EM, |X| = 
s 称 为 设计 的 阶 ， X 的 元 素 称 为 品种 (varietiesj. & Xi, . , X,. 
称 为 区 组 (blocks), |Xi| 是 区 组 X, 的 容量 . 

K AA EN. 设计 的 关联 矩阵 ， 易 更， 4 的 每 行 的 行 和 
Bk, HR A ch tA J, 52, de, 都 愉 可 找到 A 中 的 入行 
11. f K Alia -ia | Ad = Jane. 

尽管 二 设计 的 名 称 在 1962 年 才 由 D.R. Hughes 引进 ， 然 
而 ,由 于 在 统计 学 上 的 重 蛮 地 位 ， 区 组 设计 早 在 本 世纪 三 十 年 
代 已 引起 了 数学 家 的 重视 . 

“关联 矩阵 是 研究 区 组 设计 的 有 力 的 代数 工具 ， 

+ 设计 的 一 个 平凡 例子 是 取 X1,…,X X PARR k 


RFR. FR, b= (v) a= (i) EH, x Mg k 
_ 子 集 都 出 现 同样 的 次 数 (1 次 ), 这 类 t 设计 称 为 平凡 的 ,车 
设计 没有 重复 的 区 组 ， 它 称 为 是 单 的 ， 显 然 ， 平 凡 的 与 单 的 是 ， 
互 不 包含 的 概念 ， 已 经 证 明 (9), 对 所 有 的 二 都 存在 非 平凡 、 
An c 设计 . 

t 设计 有 下 列 两 个 基本 性 质 . 

定理 4.5.1 X Ss 
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„20%. 


a) 一 个 t 设计 Sy{t, k ,v) 1E —4" i 设计 Sy, (i, x, v), 这 里 


* „(0 / 600. BE 


i-0,,.-.,t, X, 是 整数 . | 
证 (i) 用 两 种 方法 计算 Salt, k,v) " t TAREA, 得 


便 得 (4.5.3) K. 
(2) 任 取 一 个 宇 元 子 集 SCX, B |S| =i, REM XN IT 
(t— ) 个 元 ; 与 5 EFM.. 均 可 得 一 个 t TFR. 因而 ， X 中 


aes s mt 元 子 集 的 组 成 方法 有 ( ;) 种 , 每 一 个 t 元 子 
RE S(t, Ma v 中 的 恰好 属于 x 个 区 组 . am. fag s 的 区 
4 — ^. | | 


X. BB PHAR S 的 区 组 个 数 ， 每 个 X 及 个 
元 MIMS 后 从 ki 个 元 中 再 取 t 一 i 个 元 ， 并 成 一 个 t 
FM, 方法 数 是 (1) 又 从 Sa. l. k. 的 定义 知 , 每 个 i 元 


8 5 NT X 个 区 组 ， an sci x (27) + 
À ñ = X .] 
t — 8 i U 
便 得 (4.5.4) K. IEE. | 


如 上 所 述 ,区 组 设计 的 组 合 性 质 可 以 用 关联 矩阵 来 描述 . 
事实 上 ， 在 组 合 设计 的 很 多 分 类 和 性 质 论证 中 ， 我 们 也 可 采用 
炬 阵 这 一 工具 . 

为 方便 叙述 ， 有 时 ， 我 们 把 设计 D 的 关联 拒 阵 记 为 4(D). 
于 是 : 

车 有 设计 D, 满足 AD) + AD) = Jos, M BN D HN 
Rr. | 
车 有 设计 Di, 在 适当 选 定 X 中 的 元 素 及 区 组 的 次 序 后 ， 


有 . 
A( Di) 0 
0 - 中 


Rl Di NY DD 的 子 设计 . 

3$ AD) 可 划分 为 若干 个 hxov — t= 1, 2, , m, 
1 < m < b, YT. k = b, KA N TEE UAB 
1, M D 称 为 可 分 解 设计 ， 

一 般 来 说 ， 我 们 把 区 组 设计 以 t 作 为 分 类 ， SREB A 
的 观点 来 看 ， 即 考察 4 的 任意 上 列 所 具有 的 组合 性 质 : 

At- 工时，L- 设计 S,(1,k,v) 是 一 个 很 普通 的 给 合 构 形 ， 
即 每 个 X A K Nd, 每 个 z; HE a 个 区 组 上 ， 即 它 的 关联 
SERE A HST K, NAM A. 

At z 2 f, t Rif S kv) Ef & i- 设计 Sa, (I, x, v), * 
是 2- 设计 Sz, (2, K, v), Al, Ag 的 计算 由 定理 4.5.1 的 (2) Ph. 

现在 , 我 们 来 讨论 最 为 重要 的 一 类 设计 一 一 2- Bit. 2- K 
计 称 为 平衡 不 完全 区 组 设计 (balanced incomplete block design), 
简 记 为 BIBD, 它 是 英国 统计 学 家 F. Yates 在 1936 年 首先 提出 
来 研究 的 . | l 

.在 BIBD 中 ， 和 称 为 相 过 数 ， 它 是 XX 中 任 两 个 元 素 出 现 


335 


在 区 组 的 个 数 , 也 就 是 关联 矩阵 A rh EET B IRI] ER AA 
又 ， 我 们 知道 ， 在 BIBD p, 4 的 列 和 是 一 个 常数 ， 它 称 作 
OX 中 的 元 的 重复 数 ， 记 作 +. 它 的 组 合意 义 就 是 多 中 的 元 出 现 
在 区 组 的 个 数 ， 同 两 种 方法 计算 * 个 元 素 的 重复 数 ， 易 得 


bk = vr. (4.5.5) 


TJ, b, v, r, k, A BP SAMA v, k, A 是 独立 的 . HRI BIBD 
1828 (v, x, Y- Mir. | 

在 > 设计 中 ， 又 有 多 种 不 同 的 分 类 ， 我 们 按 关 联 和 矩阵 的 
观点 来 说 明 它 ， 设 一 个 设计 D 关联 矩阵 是 A(D). 

. 车 不 要 求 4 的 每 行 的 行 和 是 一 个 常数 k, 仅 要 求 4 的 任 
两 行 的 内 积 相等 ， 则 D 称 为 按 对 平衡 设计 (pairwise balanced 
design). 简称 PBD. BR, PBD 是 比 BIBD KH LEA 
设计 ， 

把 AD) 的 列 作 一 个 划分 ， 划 分 中 的 每 一 部 分 称 为 一 个 
A. 若 属 于 同一 组 的 两 列 的 内 积 为 零 ， 而 不 同 组 的 两 列 内 积 为 
BHD, MI D 称 为 相应 于 此 划分 的 一 个 可 分 组 设计 (grouped 
decomposible design) 简称 GDD. 这 里 ， GDD 又 是 比 PBD 条 
件 更 弱 的 一 种 设计 ， 

现在 , -我们 看 加 强 A 的 条 件 的 一 些 2- Rit, RR 
X BIBD 的 关联 阵 A(D) 是 一 个 5 xy RER. 

如 果 AD) -, BD b= v, 则 卫 称 为 对 称 平 衡 不 完 
全 区 组 设计 (symmetric balanced imcomplete block design) 简称 
对 称 设 计 ， 记 作 (v, k, X)-SBIBD. | | 

车 一 个 SBIBD HARER 4 中 任 两 列 的 内 积 为 1, BI 
A=1, 此 SBIBD 称 为 平面 对 称 设计 , 若 令 上 =m+1, 由 (4.5.3) 
及 (4.5.5) ff N b =s = nnl 我 们 又 称 它 为 n 阶 射影 平 
面 ， 它 的 关联 阵 是 一 个 2 十 n 十 1 阶 的 方 阵 ， — 
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tu, 21, - 1) BY SBIBD 称 为 Hadamard 设计 . 
已 经 知道 ， Hadamgrd 设计 的 存在 等 价 于 4t Br Hadamard 矩阵 

的 存在 , 而 后 者 的 存在 性 迄今 仅 是 一 个 猜想 . BER Hadmard X8 | 
阵 就 是 元 素 全 为 t, 且 任 两 列 正 交 的 n HH. 一 个 等 价 的 定 
义 是 : 元 索 全 为 1 或 -1 的 呈 阶 方 阵 H 是 Hadamard 方 阵 ， 当 
HNA HHT = nln. 

Ë DA SBIBD, HE X 中 元 素 及 各 区 组 适当 排列 ， 
D 的 关联 矩阵 是 一 个 循环 矩阵 ， 则 称 为 循环 对 称 设 计 . 

A1 h BIBD M Steiner R. 

BER, Ak = 2 时 ， Steiner A X Af N 2- TRIK. 
在 数学 史上 极 有 名 的 是 k = 3 的 情形 ， 称 为 Steiner 三 元 系 . 

X v=3 hf, Steiner 三 元 系 是 {1,2,3}. 

2 o= TEM, Steiner 三 元 系 的 关联 矩阵 是 


e — °° m 
= — E — O =" 
= © oo = = © 
oo = — ° = 
28 — 2 2 
@ mm = 5 = oo 
= O = oO ° 2 


01020041 | H 45.1 

读者 可 以 看 到 4 的 构造 是 航 有 规律 的 , 只 须 从 第 一 行 开始 
把 每 一 行 的 结构 依次 向 右 旋转 一 个 位 置 就 得 到 下 一 行 ， 4 是 
一 个 7 阶 方 阵 ， 因 此 它 又 是 一 个 2 阶 射影 平面 (7 = 22 +241). 
把 每 一 行 看 作 一 条 线 ， 每 一 列 标号 看 作 一 个 点 ，4 表明 ，2 阶 
“射影 平面 的 每 一 线 有 3 个 点 ， 每 一 点 通过 K . 我 们 可 以 画 
成 图 4.5.1 

= 9 MN, Steiner 三 元 系 的 关联 矩阵 是 
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0 
0 
1 
0 
0 
1 
1 
0 
0 
0 
1 


O = Ó > — 2 2 — 2 or 
Cre scr Se S = Go Cor 
O O FO S = @ oD op 
@ = G = O O — c = 2 
= oD es 2 — O = 2 O = oo 
or, o — ou e c c = oO 
"Cc öö 0 "oo. = = o o0 
° = "ooonronoo 


0 0 


BEA Ux MER, COMBA 2 a HS. 
由 (4.8.3) 和 (45.5), 我 们 不 难 算出 ， Steiner 三 元 系 须 满足 


= 
e 
e 


b—v(v—1)/6, r—(v—1)/2. 


BR v > 3,v = 1 W 3(mod6). 3—4f-t k JEAHIS,. HAMM 
ARH H, 已 构造 出 Steiner K. 迄今 ， 我 们 已 经 知道 : 
Eñ o= 3,7,9 时 ， Steiner S KA. N 2 个 13 H 
K, 80 ＋ 15 N= R. 2 v > 15 M, Steiner 三 元 系 的 计数 
NAMEN W. | 

HN H. Steiner 三 元 系 乃 是 一 个 。 阶 完全 无 向 图 的 一 
种 无 向 三 角形 分 拆 , 即 把 K. BJ v(v—1)/2 KI, DHA v0 1/8 
个 组 ,使 得 每 组 部 恰 是 一 个 三 角形 的 三 条 边 ， 有 趣 的 是 ， 如 果 
把 K, 看 成 是 o 阶 对 称 完全 有 向 图 ， 把 它 的 v(v—1) 4912 
FA vtv — 1)/3 个 有 向 三 角形 (长 为 3 WADE), 则 这 称 为 
Mendelsohn 三 元 系 ， 若 把 这 e(v — 1) RAINE vo- 1)/3 个 
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角形 ， 则 称 为 可 迁 三 元 系 . 


— 
— 


不 成 有 向 图 的 
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”特别 值得 一 提 的 ， 是 v=15 时 的 Steiner ==, ERE 
于 一 个 古典 的 数学 问题 Kirkman 15 名 女生 问题 : Aë 
师 每 天 组 织 班 上 的 15 名 女生 散步 ， 散 步 时 女生 排 成 5 行 ， 每 
行 3 人 ,使 每 个 女生 有 两 个 同伴 ， 问 能 否 连续 组 织 7 次 散步 ， 
使 每 2 名 女生 至 多 有 一 次 排 在 同一 行 ? 显 见 ， 这 等 价 于 构 作 一 
Å v= 15, k = 3, A= 1 H BIBD. 我 们 试用 关联 矩阵 给 出 此 问 
题 的 一 个 解 如 上 页 表 : i 

我 们 看 到 所 述 的 35 x 15 MER, KI H Steiner 三 元 系 的 
特点 外 ， 它 还 可 以 分 成 7 个 5 x 15 的 子 矩 阵 ， 每 个 子 矩阵 的 各 
列 和 为 1. 如 前 所 述 ， 它 是 可 分 解 的 BIBD. 我 们 称 为 Kirkman 
K. 一 般 来 说 ， Kirkman # v = 6n + 3, B = (2n+1)(8n+1) H 
可 划分 为 3n +1 个 部 分 ， 每 部 分 都 含有 2n +1 个 三 元 系 ， 且 
6n+3 个 元 素 的 每 一 个 在 以 上 zn ＋ 1 部 分 中 正好 出 现 一 次 ， 

组 合 设计 的 一 个 基本 问题 是 : MAA v At — ff Ë 
计 Satt, k, ) 是 否 存在 的 和 问题. 上面， 我 们 用 关联 矩阵 界定 各 
类 区 组 设计 ， 同样 ， 我 们 可 以 用 矩阵 的 技巧 讨论 区 组 设计 的 性 
质 和 构造 ， 

现在 ， 我 们 讨论 2 设计 S (2, k, v) (BIBD) 关联 矩阵 A 的 
组 合 性 质 ， 

FH K (4.5.3) 和 (4.5.5), 可 知 bk = ru, r(k 1) = Av — 1). 

& b x v RRA A = (au). M ATA 的 G, ) 位 置 元 是 


È Gaus Gg : 


Migj 时 ， CARTA: 的 相遇 数 入 请 当 ;i =; B, Tx 
T z HEAK r. Inn SERERE 1 ËJ m x n BE (8 m = n, 
简 记 为 Jm) 于 是 ，2- 设计 的 两 个 性 质 (4.5-1) 和 (4. 5:2) 等 价 于 


T 的 两 个 矩阵 方 各 | 
Ado, = kJ, 


| (4.5.6) 
ATA = (r— M, + Ady. 
XH X 的 每 一 元 恰 含 于 r 个 区 组 中 ， 故 4 还 满足 ` 
| Jo A = rJ,. | (4.5.7) 


现 设 v > 上 ,或 等 价 地 ， 设 7 > X ERE (r- I. + XZ, AR 
TEM r+ (v+1)A H A-ra- E. 不 难 检查 它 的 道 满足 


(C -A + AX)! = -> (47. (4.5.8) 


tH (4.5.6) 可 知 vx v 矩阵 ATA 非 异 . 因 A JE b x v 矩阵 ， 我 们 
便 导出 著名 的 Fisher 不 等 式 : Ë v > k, 则 对 2- 设计 Ste. k. o 
中 前 区 组 数 和 品种 数 w 有 


b > x. 


FH, 我们 将 用 矩阵 方法 ， 证 明 一 个 更 一 般 的 不 等 式 一 一 
Connor 不 等 式 ([10]}. 

注意 到 线性 代数 的 下 述 结论 : 

BC 是 秩 等 于 n 的 mxn 和 矩阵 ， 则 从 m 维 实 向 量 空间 Rm 
到 C 的 列 向 量 空间 W 上 的 正 投影 由 如 下 的 m x m 阶 矩 阵 P 
给 出 : | 

P = CCTC)-1C7. (4.5.9) 

矩阵 P JEXUMCRUR AS 08, 有 特征 值 0(m — E) 和 1 (n E). p> 
WEN NEH -E N IEE H m Br iS Q = I- P 4518. 
矩阵 9 RM. ARTE 0 (n E) 和 1 (m — n 
15). 特别 ， 可 知 P 和 9 都 是 半 正 定 的 ， 
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RH ENA T SQ. k, v) 的 关联 矩阵 A, 矩阵 ATA dE 
FE, SERIE (4.5.6) (4.5.7) (4.5.8) 和 (4.5.9) 可 算出 正 投影 P A 
q . 
P= dr Mud A((r — AM, + M.) AT 
(aar - Jasar) 


y 

_ l (gar AA 

=; (44 41.) 

ED a À 

=- 5 (44 4 * ks) 
Ak 


XQ-h-P-h-- (A-). 
O 半 正 定 ， 其 各 主子 方 阵 的 行列 式 非 负 ， - m 
阶 主子 方 阵 可 以 这 样 得 到 : K XI.. X 是 2- 设计 2605 k, v) 
的 m NK A, FR XI 和 X: 有 pa 个 公共 元 (i, j 1. , m). 
= (mj 2,5 = 1 m), Nl 


1 A*, 


1 — A 
是 的 一 个 主子 方 阵 ， 从 而 
det Qm > 0. (4.5.10) 
形 如 (4.8.10) 的 加 一 1 个 不 等 式 就 是 Connor FER. Qm 的 
N (r- /r. Xi 7 J. Qn 的 (53) Arx F (Ak 一 
rus)/r(r — A). 


M m = 1 M, 由 (4510) Mr 2 & 因 bk = rv, 这 等 价 于 
Fisher 不 等 式 5 > v. 


342 


Am- 2 时 ， (45.10) 等 价 于 斯 言 两 个 不 同 区 组 的 公共 元 
E PE] 


He- À) > |Ak — ral. (4.5.11) 


对 于 一 些 特殊 类 的 区 组 设计 ,我 们 同样 可 以 得 出 类 似 (4.5.6) 
的 矩阵 方程 AM, WF SBIBD $,(),k,v), H b = v (从 而 
E= E) (1511) GF p = X. K AE 


JA = AJ, = kJ, | 
AAT = ATA=(k- M +M. ` (4.5.12) 


(4512) K H. SEBEL, 和 (k ~ 入 + 和 J 存在 一 种 所 谓 有 理 相 
合 (rationally congruent) 的 关系 (I. [11]). 由 此 ， 可 导出 鞭 名 的 
Bruck-Ryser-Chowla 定理 ([12]): 对 称 2- 设计 Sa(A, E, v) 存在 的 
必要 条 件 是 : E v 是 奇数 ， 则 方程 

-1 
z? = (k — Xy + C) Xs (4.5.13) 


有 zy 和 z 是 不 全 为 竺 的 整数 的 解 。 
注意 到 n 阶 有 有限 射 影 平面 有 v= nitntlk=ntlA=1, 
由 (4.5.13) HA, An = 1 2 (mod4) H n 的 无 平方 因子 部 分 
至 少 有 一 个 素 因 子 p=3 (mod4) Bf, | . 
n Br BR STIK FSI ASP AE, : (4.5.14) 
尽管 ， 我 们 已 经 知道 : 当 a =p, 其 中 p E, `x E 
整数 ， | | 
则 必 存 在 n BE ER SHOE TT. ` (45. 15) 
ES, MAE n 阶 射影 平面 存在 的 充分 必要 条 件 ， 也 
就 是 ， 尚 不 能 确定 存在 n Er SEDE RIS n 的 精确 范围 . 一 个 著 
名 的 问题 是 ; n 10 既 不 是 (45.14), 也 不 是 (4.5.15) 所 论述 的 


. 范围， 那么 ， 究 竟 10 阶 射影 平面 是 否 存 在 ? 这 一 问题 ， 等 价 
+: 有 没有 9 个 两 两 正 交 的 10 阶 拉丁 方 ? 1990, 林 永康 ([13]) 
用 CRAY-1A 型 超级 电脑 通过 了 2000 多 小 时 的 运算 , 证 明了 : 
10 阶 射影 平面 是 不 存在 的 . 

对 于 比 2- 设计 更 广泛 的 一 类 设计 一 一 按 对 平衡 设计 来 
说 ， 由 于 去 掉 了 条 件 (4.5.1), 可 设 每 个 区 组 X, 的 元 素 个 数 是 7 
641, ,d ), 则 矩阵 方程 (4.5.6) 亦 作 相应 变化 ， 即 对 于 2 元 集 
X 的 子 集 XI, X>... ,Xo 构成 相 过 数 入 >1 的 按 对 平衡 设计 ， 
可 用 关联 炬 阵 4 表达 成 下 列 充 要 条 件 


| AT A= diag(ri A. . A) + A. 


在 构造 区 组 设计 时 ， 我 们 也 常 运用 和 矩 中 的 方法 ， 例 如 ， 作 
为 一 种 常见 的 递归 构造 法 一 一 设计 的 复合 ， 就 可 以 用 不 同 的 
关联 子 矩 阵 构成 一 个 复合 设计 的 关联 矩阵 ， 

区 组 设计 有 着 深刻 的 理论 和 广泛 的 应 用 . EEE 
的 重要 工具 ， 希望 深 入 了 解 这 部 分 内 容 的 读者 ,下 可 以 参看 有 关 
的 专著 (如 [14] 180. 


$4.6 ”图 的 分 解 


”图 的 分 解 是 图 论 中 的 重要 而 因 难 的 问题 ， 这里， 图 的 模型 
并 不 能 发 挥 直观 的 优势 ， 而 线性 代数 的 矩阵 方法 ， 从 整体 上 考 
虑 问题 ， 提 供 了 一 个 解决 问题 的 途径 | 

我 们 先 看 图 的 分 解 的 一 个 著名 问题 :. 完 全 图 的 二 部 分 解 . 
”考察 完全 图 Kn 记 它 的 顶点 集 V = (12,0) 注意 到 它 
的 任意 一 对 不 同 顶 点 i fm j 都 有 边 0,7) EFA). K. 的 邻接 
矩阵 是 Ja- L. 图 G 称 为 二 部 的 ， 如 果 G 的 顶点 集 可 分 划 成 
WI VN 和 V., 使 得 G 的 每 一 边 的 一 个 顶点 属于 V, 而 另 
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一 个 顶点 属于 Vj. BMRA š e V, Ne Va, (5,5) 都 是 边 ， 
Ri G 称 为 完全 二 部 图 . N= a, [Va| = 5, 则 每 个 完全 二 部 图 
WA Kop. 

考虑 K, 的 子 图 01, Ca, ., C.. K G, 都 是 完全 二 部 图 ， 
i-12,.r 它们 的 顶点 集 都 是 {1,…,n} FR. mR K. 
的 每 一 边 恰 是 GG. 中 某 一 个 的 边 ， 则 称 (61, ., G.] 是 
K, 的 一 个 二 部 分 解 . | | 
.我们 不 难得 到 K. 的 一 个 二 部 分 解 {G1,…,G,}: & G, 有 
NN Ii, n) 和 边 集 (i4 1), li, 17 2, , fi, n], N G. 是 
一 个 完全 二 部 图 Ko ME. (Ki, KI a-2, +, Kia, Kia} 是 
K, 的 一 个 二 部 分 解 . 

BR, K, 的 二 部 分 解 不 一 定 是 礁 一 的 ， 那 么 ， 在 一 个 二 
部 分 解 中 ， 子 图 个 数 * 的 最 小 信和 是 多 少 呢 ? | 

1971 f£, Graham 和 Pollak 给 出 了 这 个 问题 的 回答 . 

定理 4.6.1 — (Graham, Pollak([16]) ”使 完全 图 K. RA 
一 个 二 部 分 解 {G1,…,G,} 的 最 小 整数 > ET n l. 

Graham 和 Pollak 用 和 矩阵 论 的 方法 给 出 了 上 述 定理 的 原始 
TERE, 19824, Tverberg ([17]) 利用 Carchy-Schwarz 不 等 
式 给 出 了 另 一 个 证 明 ， .1984 年 ， Peck (lis) AEF K 5 
了 一 个 更 简短 的 证 明 . JJ 

下 画 ， 我 们 证 明 一 个 比 定理 4.6.1 更 一 般 的 定理 . 

“定理 4.6.2 (Grabam, Pollak [19]) N G 是 一 个 nm” 阶 多 重 
图 (两 点 之 问 的 边 可 以 黎 于 14), or o. , C. ÆG - 
金 二 部 图 的 分 解 ， 记 4 = (ach) (i, j = 1,2,---,n) 是 G 的 邻接 
JEREB non. 分 别 是 4 的 正 特征 根 个 数 ， 负 特征 根 个 数 ， 则 
r > max(n,,n. ). 

iE G 的 顶点 集 是 V = (ai,a2, ,an}. G 的 一 个 完全 二 

部 子 图 可 以 从 Y KENNEN YA L mal, 其 中 对 任 一 
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2€ X,y E Y, {ay} ÆG H-. Sk OLY) 是 该 子 图 顶点 集 
的 二 划分 , 因 G 不 含有 环 ， 集 X M RR. 在 G 的 二 部 分 解 
ch, FH IX., VII 表示 完全 二 部 图 G; (i = 1. 2. r). 

Wb 21. 22. 20 En ARET. Z= (xi, 22, . zn)“. BH 
考察 下 列 方程 


qd(z-ZTAZ-2 M^ agus. 
Sic n 


对 应 G 分 解 中 的 每 一 个 二 部 图 Gi, 有 方程 


qi(z) = 9:21, 22. 20 ( Y + ` ( x` =) ， 
[ia €X.) fhioi€eYi) 


07, , , G, G 的 一 个 分 解 ， 我 们 有 
a(z) = Z' AZ 22 Dale). | (46.1 
e 
依据 一 个 简单 的 代数 等 式 
ab = (a + b)? — (a — 9, 
由 (他 6 可 得 
(= Zaz =: b nz)? - Y 1 z) ; 


这 里 ， GG) N) 是 21,2, za 的 线性 表达 式 ， 又 ， 线 性 
R l2) (a), , k(=) EK w 维 空间 的 一 个 至 少 = - r 维 的 子 
空间 Wb. Mik, 2% 在 W 上 是 半 负 定 的 ， 

Et 是 A 中 对 应 于 正 特征 根 的 特征 向 量 所 生成 的 n+ 维 
线性 空间 ， 则 qlz) 在 Et 是 正定 的 。 这 便 得 到 


(n - 7) +n+ = dim W + dim Et < n, 
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这 里 dim $ 表示 空间 S 的 维 数 ， 于 是 12 ny. 类 似 的 方法 ， 可 
以 得 到 + > n-. EEA. 

最 近 ， Alon, Brualdi 和 Shader ([20]) 扩充 定理 4.6.1, 证 明 

了 图 G 二 都 分 解 的 另 一 个 有 趣 性 质 ， 我 们 引进 图 G 的 一 种 边 

JE. G 的 一 个 子 图 称 为 多 重 染 色 ， 如 果 此 子 图 无 两 边 有 相 

同 颜色 . ,图 G 的 一 个 二 部 分 解 对 应 于 一 种 这 染色 .在 这 种 染 
色 中 , 两 边 有 周一 种 色 当 且 仅 当 它 们 展 于 分 解 中 的 局 一 个 二 部 
H. RNR AER FR 

定理 4.6.8 (Alon, Brualidi, Shaler [20 i G 是 一 个 ”内 
图 ， 它 的 邻接 矩阵 有 n, 个 正 特征 根 和 m- 个 负 特 征 根 ， 则 在 

G 的 任 一 个 二 部 分 解 中 ， 有 一 个 带 至 少 max{n+,n-} 条 边 的 多 
BREAK, & K, 的 任 一 个 二 部 分 解 中 ， 有 一 个 多 重 染 色 树 . 

对 于 n N H Ku, 邻接 短 阵 J 一 了 有 n — 1 个 负 特征 
TR. Al, ER 4.6.1 可 以 作为 定理 4.6.2 f RM. A H. 

Bn AMK. NH K. 可 以 被 分 解 为 n 一 1 个 完全 二 部 
子 图 ， 它 们 每 个 同 构 于 Kinza- Eu 是 奇数 ， K. 不 存在 nn 一 + 
个 子 图 的 二 部 分 解 ， 它 的 每 个 子 图 都 局 构 于 完全 二 部 图 Kim, 
这 里 m 是 任 一 个 正 整数 1989 f, de Caen 和 Hoffman ([21]) 
进一步 证 明了 : 对 于 任意 的 整数 ”* > 2, 完全 图 K, 不 存在 这 
样 的 二 部 分 解 ， 使 每 一 个 子 图 同 构 于 完全 二 部 图 K,- 

从 完全 国 的 二 部 分 解 ,很 自然 推广 到 完全 二 部 图 的 分 解 向 . 
A. W K 是 一 个 2n 阶 的 二 部 图 ， 它 是 从 完全 二 部 图 Kan 
HENSE (1 因子 ) 所 得 ， 我 们 把 Kn 顶点 二 分 
划 中 各 售 ”个 点 的 子 梨 ， 分 别 记 为 X = (52, ,n] MY = 
11.2. , nh. En Bt (0,1) SEBE A = (as), a =1 当 且 仅 当 
i E X,. je HII, ARA Kin 的 导出 都 接 和 矩阵 ， 易 知 ， 
A 置换 相似 于 X. -In PERE H Ku TUREN n 个 
完全 二 部 子 图 ,每 个 子 图 同 构 于 Kn- 下 列 定理 指出 了 Ez. 
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二 部 分 解 子 图 个 数 的 最 小 值 . 

定理 4.6.4 (Caen, Gregory [22 itn > 2, 2n 阶 二 部 图 
Kin APSE Gy Ca. . GC., 其 中 .G; 是 完全 二 部 子 图 ，i = 
12-47. Mj r > n. Mr = n, 则 存在 正 整数 p 和 ç, 使 得 
p» -n-1Hff—^ G, 同 构 于 Kyo. 

证 kx. v) A K. M=. X = xl, 22. . zu]. 
Y = lin, ba, , J. 每 个 二 部 子 图 G: 有 一 个 二 部 分 刘 (X; Y). 
SG E K. 的 生成 子 图 CA Gi 有 相 局 的 边 党， 又 令 Ah; 是 
Gi 的 导出 邻接 矩阵 (i = 1,2,… ,7). 由 定理 的 条 件 有 


J-I=A +A T Ap (4.6.2) 


id X; E nx 18 (0,1) N, "EINE K TNT 1 当 且 
ILM zr € Xi (k = 1. 2. n). Y; A 1 x n h (0,1) ARF. E 
个 分 量 是 1 当 且 仅 当 m e Y (R =1,2,-.., n). 

BAVA A. = Xi$ i12, , r. 又 定义 一 个 nxr (0,1) K 
阵 | mE 

È (FN K.), 
E— r x n (0,1) AN 
y, 


~ 


Yo 


II 


由 (4.6.2) 7 0 
J-I-XyY. ` (4.6.3) 
H (4.6.3) H Al, Kin 分 解 为 r 个 完全 二 部 子 图 等 价 于 矩阵 
J 一 了 分 解 为 两 个 规格 分 别 是 nxr fi r x n 的 (0,1) 矩阵， 矩阵 
IHR n, ff Xm P 的 秩 不 超过 7. 因而 , 由 (4.6.3), 得 


. 348 - 


n= rank (J 一 Har. 


"T r = n, 因 J — 1 OEM MRE O, ik TX, = 0 
641,2, , n). BERI; 21 An ANTARE. ROU 
是 从 X 中 删 去 第 ; 列 和 第 j 列 并 附加 上 一 个 全 1 列 作为 第 1 
列 所 得 的 nx (n — 1) 矩阵 ,而 了 是 从 全 PWES ij 行 并 附 - 
加 一 个 全 1 行 作 为 第 1 行 ， 于 是 


UV ih Ej, 
EMERE. 又 令 


用 这 些 方程 并 取 行列 式 ， 得 


0 = det(UV) = det( + U'V") = det(I + V'U") 

-1- (名 多) (V.) | 
* A h. M 
RGR Mf , zj 

在 情形 "=, 由 方程 (4.6.3) 推导 出 

PX = 7 一 工 | (4.6.4) . 
Bi (4.6.3) (4.6.4) 两 个 方程 ， 可 知 
XJ=JX 和 -F. 

But £(?) 的 行 和 ， 列 和 相等 ， 设 存在 整数 p 和 9 K 
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TÉ | 
(n-1)J = (g - nz = (*?); = £ (27) 
= X(qJ) = pad 


便 得 pq = n 1. 定理 得 证 . 

我 们 从 另 一 角度 来 推广 Graham 和 Pollak 定理 (定理 4.6.1). 
问题 的 提出 是 来 自 D.F. Hsu 1992 年 在 一 个 综述 中 (N [23]) 所 
列举 的 若干 个 关于 网 络 的 数学 问题 . | 

定理 4.6.5 (WN 4) a 阶 完全 图 K. 有 一 个 完 
全 mm, m, 部 图 分 解 ( 即 每 个 子 图 是 完全 m 部 图 ， i= 
1,2, , t), LU 


t 
n < Y (m, - 1) + 1, 
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iE ARK. 假设 K. 可 以 分 解 为 + 个 子 图 , 它们 分 别 是 
m, 部 完全 图 , 5 = 1,2, . , f. K (Ali. A1, Ais), K(A1 Az, 
Assis K (Au, An Am), B n > Yam -1) +1. ER 
An, Aa Aim (i 1, 2, . . ,t) BRB i 4 TFI TE PA E m 
分 划 中 的 各 部 分 . 

令 21 72, „% 是 实 变量 ， 且 


Li- > Sk, Lia = Y kk, Lim, = s Tk; 


3 


ke Ad, kEAi, k€ Aim, 
i212, M 

Y E iyan Y ser 

i=l 14 lum 114 an 


考察 下 列 齐 次 线性 方程 组 
一 > E = 0 


REA, 


A n> X n -1)1, 此 方程 组 变量 数 多 于 方程 个 数 . 
即 必 有 一 AE N. NN (T1, a, ve T 但 对 这 样 的 一 个 解 ， 可 
以 看 到 
n a : n . 
0 = (È=) =2 > PET t$ 
izl 1€icjzn f=] f 


t I n 
=2X Lala 4 Le 


| i=l 1<J<k< my ír 
= Dai > 0, 
f | EN | 
矛盾 ! 于 是 ， 必 须 有 
t 
ns > (m -1) IK. 
isl 


由 上 述 定 再， 立即 有 
系 4.6.6 (Huang [25]) & K. 有 一 个 完全 m 部 图 分 解 
则 


34 m = 2 时， 这 便 是 Graham 和 Pollak 定理 (定理 4.6.1). 
作为 一 个 应 用 ， 我 们 研究 网 络 的 (Kt, De- 分 解数 问题 . 
设 G 是 一 个 “简单 图 ，z,y 是 G 的 任 一 对 顶点 ， 工 天 小 
P,(z,y) Æ z,y 之 间 的 大 条 不 交 路 的 集 ， 即 


Pm, y) = 151, 2 „b], 


这 里 |m| < lpz| < … < pxl lp] 表示 路 p 的 边 数 ， = 和 ? 2 Fl 
ËJ k- EN di (x,y) 定义 为 


di(z,y)- min lpxl. 
| H HP. (z. 


G ft k- HE d) 定义 为 


d (G) := Egi, dien z). 
上 述 的 所 谓 宽 直 径 (wide diamater) 的 梳 念 来 源 于 网 络 信息 的 传 
递 问题 ( 见 (26). 一 个 信息 (例如 “yes”) 从 G 的 某 一 点 2 到 y 
通过 若干 条 不 交 的 路 传递 ， 在 这 些 传输 路 中 ， 至 少 有 一 条 传递 
的 信息 正确 (如 把 “yes” 传 成 yes"), 我 们 才 称 为 这 一 信息 正确 
SAA WH. WEG (27 +1) 条 不 交 路 中 有 f 条 是 可 能 传输 
错误 的 ， 则 我 们 每 次 传送 须 取 从 z By 的 (f+1) 条 不 交 路 ， 
才能 保证 至 少 有 一 ^ "yes" 正确 地 到 达 y. 车 每 两 个 结 点 之 间 
的 传递 时 间 看 作 相等 ， 则 在 等 次 传递 中 的 最 小 时 间 是 da(z. y), 
k= f+, BR, 在 网 络 中 ， 保证 任 两 点 可 正确 传输 的 最 小 时 
HÆ dy 
D.F. Hsu M E Hit FA ([23)).. 
给 定 两 个 自然 数 序列 b; ka, ,ke 和 di, dz, „ dt. BBA 
一 个 完全 图 k., n 2, 它 可 以 分 解 为 上 个 图 H, H. F 使 得 


H & k. 连通 且 d, (Fi) < di ie I, , KH , ] RN N ; 09 
记 Ke = (ki, kz. , ki], D. = Idi, dz, de}, H Hk., D.) 
记 具 有 上 述 性 质 的 完全 图 的 最 小 阶 数 , 我 们 称 之 为 (K,, D.) - 分 
NR. M ki = k == Kk A di ds = 2 dt d, Ef 


记 作 f(k,d, t) = f(K,, Dt), 此 处 K, = {k, -+ nk}, 1 
++ ` 


“EBE: 如 何 确定 f(Ki, D)? 0 
我 们 先 建立 图 论 中 热 悉 的 下 列 引 理 ( 见 24). 
引 理 4.6.7 CREM, 则 G 的 最 小 顶点 度 5(G) > 


引 理 4.6.8 0 (5) A iii RI |V(G) > k+1. 
. 定理 4.6.9 AK, b.) > 3 + VIF), 这 里 K, = ` 
Un, Re}, De = (di, , di], M = (ke Db. 
, E # K, 被 分 解 为 t 个 子 图 H, F. ,及 EA F, = 
(Vo Et) & k. EXE, H) ` 


(% Be 


由 引 理 4.6.7, E > iI · > She + Uf. 于 是 ， 我 们 有 
B (50 2 22. +k. 
ATHERE Ok + Dh = M. 上 式 可 写成 
„-D 


得 | 
E n> 5 (+ vita). 证 毕 . 


353 


K4940 FG, d, ) > 3 (1 + VL AE + n). 
M = X (k; Ti) = th(k + 1). 
121 0t 


由 定理 4.6.9, WER 4.6.10. 

运用 定理 4.6.5, 我 们 可 以 证 明 
K 4.6.11 K K. (ki, ka, he}, De = di, da, , di], 
E k Mn d, A HAK, 4 b 1, 11,2, ,t, 1 


t 
f, Di) 3 I. 


tml 


ë ASE k. 1 REA k- 连通 ，i = 1,…,t. MA K. 被 
A T R. E. , i 使 得 NH 是 一 个 完全 (+1) 部 图 ， 
1 1, 2, , t, W| F, A k- BMA d (Ji) S 2 < di, £ 1,2, f. 
HER a65 — m 


t 2 
F(E: D.) Sas Y ho 1. EK. 
f “imi . : 
X 4.6.12 f(k, d, t) & tk -- 1. 


结合 定理 4.6.9 和 定理 4.6.11, 我 人 有 ` 


3 (1+ VIFM) < (KaD) SS sn (468) 


imi 


这 里 M = Dias (hs tk, 并 且 
; ( VAG 1) < f(,4t) < * 1. (4.6.6) 


例 1 Ki = (2, 1,1,1), D, = (di, da, ds, di), d; > 1, i= 
1,2,3,4. | E HE 
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c (4.6.5) 4 < (Ka, D) < 6. 我 们 可 以 证 调 ; f( Ke, Di) = 
4, 因为 K, TORSO Fi OK, Fa & Fs S£ Fe S Ky. 显然 ， 
E K 2 Ei. dz(H) S2 8 d, NH & 1 EMH a(F)=1< 4, 
i 2, 3, 4. : 
452 K,(,2), D, = (didi) d; > 1, i212. 
H (4.6.6) & | 
4 € f(2,4,2) <5. 


容易 检验 ，f(2， d,2) = 5. Ks H DUC OR Fi Ks, Fa € Kaas 
F, Æ 2 KHE d,(F;) 5 2 fl di, 1 = 1, 2. 

用 文献 [5] 中 的 结果 ， 我 们 可 以 改进 KK, d. t) HEJ: 

31 N 4.6.13 ([25]) En = b(m — D+m~ (b — 2), 2<b< 
m — 1, H K, 可 以 被 分 解 为 8 上 +1 PRES m H. 

于 是 ， 便 有 

E 4.6.14 对 于 3<t<k+1 ` 


f(kdt) tk-t-3, d22. 


dE  H18/[8 4.6.13, & m = "m +A, — 
完全 图 Ka n= (t- ) KT (Ei) - (£72) = tk—t 3,3 < t < k+1, 
使 得 K. 可 以 分 解 为 + 个 完全 GE H. .., H. AR. F, 
ABBA AF) < 2 < d. 于 是 B | 


f(k dt) &tk—143, d 2 2,3 < t < t 1. EK. 


结合 定理 46.14 MK 4.6.10 M 
K4615 #3<i<k+i,d>1, M 


erint) eren 


€« tk t 3. (4.6.7) 
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N f(k,d,t) 的 界 (4.6.7) K (4.6.6) F. 

有 趣 的 是 ， 这 里 给 出 (Ks, D:) 的 界 与 Di 无 关 ， 因 为 我 们 
推导 下 界 时 仅 用 到 A k 连通 这 一 必要 条 件 ， 并 且 从 Ka 的 
一 个 特殊 分 解 的 结构 中 得 到 FG, D.) 的 上 界 . 


84.7 “有 向 图 和 和 矩阵 


在 第 一 章 中 ， 我 们 已 经 研究 过 n 阶 标号 有 向 图 D 的 邻接 
上 矩阵 A(D). | 
AD) A D 的 很 多 组 全 特征 ， 例 如， D 中 每 个 顶点 
”的 出 度 和 入 度 ， A 给 出 了 D 中 由 一 个 点 到 另 一 个 点 的 长 为 
k 的 有 向 途径 的 数目 ， 而 ACD) 的 行列 式 可 以 用 D 中 所 会 的 革 
种 线性 子 图 的 个 数 来 求 出 。 | i 
“为 了 撒 述 有 向 图 的 组 合 性 质 ， 我 们 需要 用 各 种 类 型 的 失 
K. 

uf ACD) EA NH S 
SNA ARAI, ME 


P(D)= AD 


1 D 的 道路 矩阵 (path matrix). 
A TUA v; HM e, 之 间 的 关系 ， anez- 个 


1 n K ez 的 始点 (ej * v; E HU) 
NE —1 v 是 ej 的 终点 (e; Æ vi RIA S) 
0 Ka (v, 不 是 ei 的 好 ARA 点 ) 


BD) NY D th BLE. 
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AME D 的 基 图 (underlying graph) E, ANN 
C. 任意 规定 一 个 循环 方向 ， 我 们 称 矩 阵 C(D) = (6) 为 有 向 
图 D fJ ER EE BE (cycle matrix), 其 中 
| 1 ”无 向 图 C; haies He 的 方向 
与 C, 的 循环 方向 一 致 . 
cij 1 -1 AMM C, Pate, fE e; 的 方向 
| 5 C, 的 循环 方向 相反 . 
0 FERC, PRAM e. 


XF BUR Vi Va, Vin Va = 0, RINE (U, Vo) 为 始点 
E N 而 终点 在 Vo TALS. 
BU CVD), V, # 0, X V, HAM Vi Z d. SMT RK 
(Vi, V1) u (Vi, W). 我 们 规定 一 个 流向 ， 这 个 流向 可 以 任意 取 
定 与 (Vi, V1) $M Sk (Fi. bi) PMA h X. Wi 
M (M, Vi) u (Vi. Vi) 连同 规定 的 流向 为 D 的 一 个 有 向 断 集 ， 
同 理 ， 把 D 的 基 图 中 的 一 个 饥 集 对 应 的 ， 在 有 向 图 D 中 的 有 
向 断 集 称 为 D 的 有 向 割 集 
NI S(D) = (% 为 有 向 图 D MAMER (cutset ma- 
trix), 其 中 
1 AES S, PEL e, 且 两 者 方向 一 致 
2 = | -L AWK 5; 中 含 边 6;, 且 两 者 方向 相反 ; 
o ANA S 中 不 会 边 es 


注意 到 无 向 图 是 一 类 特殊 的 有 向 图 To BRIE fun 
阵 ， 相 应 地 ， 对 于 无 向 图 也 有 上 述 几 类 重要 的 和 矩阵， 当然， 对 
于 图 矩阵 和 割 集 和 矩阵， 无 须 考虑 规定 一 个 方向 ， 

在 前 面 的 内 容 中 ,我 们 已 经 多 次 看 到 ; 用 邻接 矩阵 通过 代 
数 技巧 去 研究 图 的 性 质 ， 下 面 ， 我 们 通过 某 些 实例 ， 考 察 其 它 
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几 类 矩阵 的 应 用 ， 

显然 ， 道 路 矩阵 P(D) = JB D 是 一 — 
对 Vi c V(D), 车 导出 子 图 DV] 是 强 连通 的 ， 且 对 任意 we 
V. DIV U (u)] 非 强 连 通 ， 则 D[V.] 称 为 D 的 极 大 强 连通 
子 图 ， 运用 D 的 道路 矩阵 PUD), 我 们 可 以 肇 划 出 它 的 极 大 强 
BEF EH. | 
定理 4.7.1 K DHI (i. 2. n) 道路 矩阵 PLD) : 


(pi). 令 
Pho pupa co pinpnl 
P(D) © Pr Papi Ph cc PanPnà 
Pat Pin prapan c Pan 


2 P(D) o PT(D) 的 第 i 行 的 非 零 元 素 为 
Pi Pi Pia Piat: ij. Pie 4.7.1) 


则 D[[i jj ja) Æ D 的 含 硕 点 i 的 极 大 强 连 通 子 图 

证 N (4.7.1) AARRE., H pi, = hit, t= 1,2,.…,k. 
FEKA i S h EH- HRE. Ani i S 51, I, Æ 
HN Wo K. 

X. MEM e Vo), i Z j, pups = 1, H j € fin, 32. 3. 
& V (Wo) = li, i: , Ju], N DIA, 1, I 是 强 连通 子 图 . 

对 任意 m € V(DAV(Wo), H Dim} u V(Wo)] HERB 
TH. Ni 5 m 在 同一 个 有 向 闭 途 径 上 ， 于 是 pmpmi = 1, 即 
m € {jnjn J], 这 与 m é V(Wo) FA. K DIS ju n 
是 极 大 强 连 道子 图 证 毕 . 

在 第 一 章 里 ， 我 们 看 到 ， 一 个 n Br m K A 
((n, m)- H) G, 它 的 线 图 L(G) RY SRE RE, BY DLA SERA 
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来 刻 划 ， 即 
A(L(G)) = BTB ~ 21. 

下 面 ， 我 们 再 看 看 ， 著名 的 矩阵 - 树 定理 Graber [27]) - 
MEER, PRAT 

R DRA m SAMAR. B(D) 是 它 的 关联 ` 
pk, BE B(D) 中 任意 删 去 一 行 后 所 得 的 矩阵 ， 称 为 D 的 基本 
关联 阵 ， 记 作 By(D). 在 定理 1.2.2 中 ， 我 们 已 经 证 明了 

定理 4.Y.2  # DEBEAS MA, W. B(D) RITE +(B(D)) = 
n — 1. 

类 似 于 上 述 定理 证 明 ， 我 们 可 得 

定理 4.7.3 DAA AH. Wi 


r(B;(D)) =n -1. (4.7.2) 


于 是 ， 易 得 下 列 
R474 EDERA v 个 连通 片 ， 则 


Y) = r(Bj(D)) n w. 
于 是 ， DD 的 基 图 是 连通 的 充 要 条 件 是 
"(B(D)) = r(Bj(D)) =n — 1. 


K 51.2 中， 我 们 已 经 讨论 过 全 单 模 矩 阵 , In E Hf N F f 


， BIS BUR (0, 2,1] it — E. A 1.24 由， 我 们 已 


经 证 明了 下 列 

定理 4.7.5 BOD) 是 全 单 模 矩阵 ， 

在 有 向 图 D 中 ,一 个 源 (source) 是 一 个 这 样 的 项 点 ， 它 可 
到 达 所 有 其 余 的 点 ， 一 个 汇 (sink) 恰 是 它 的 对 偶 概 念 ， 即 所 有 
其 余 的 点 都 能 到 达 那 个 的 点 
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于 是 , 我 们 考察 D 的 生成 树 时 ， 一般 应 有 三 类 : 一 、 生 成 
B: 仅 要 求 它 的 路 是 弱 连 通 的 ， 二 、 出 生成 树 : 存在 一 个 源 的 
生成 树 ， 三、 入 生成 树 : 存在 一 个 汇 的 生成 梢 ， 

我 们 分 别 考察 这 三 类 生成 树 的 计数 . | 

定理 4.7.6 en,, en ena 是 也 的 生成 树 的 边 的 充 要 
KA, Xn I 条 边 在 B (D) 中 对 应 的 列 组 成 的 行列 式 等 于 
1 或 -1. 

证 设 定理 47.6 PEREIRA NERY Bi, D) By 
为 基本 关联 矩阵 前 图 是 忆 的 生成 子 图 Di, 它 有 ?个 项 点 ，2 一 1 
KA. det Bi * O, BP "( 5) =" - 1. HA 4.74, D, EREA 
的 ， LEHRER AMM 1, M DI BH, 即 是 D HERR. 

NZ, A e, ea, ``, 1 是 也 的 生成 树 D, fx. DI 前 基 
本 关联 阵 是 Bi, M r(B1) = n1, By 是 满 秩 方 阵 , N det Bi Z 0, 
由 定理 4.7.5, det B, = 1 EË —1. EEK. 

下 面 定理 ， BATES ART ASE AIR 一 一 
Binet-Cauchy 公式 : 

NP = (vii) m xn: Q= (dij)nxm Hm < n, n — 

- det(PQ) = Leet PlI, 2 , m1. Im) 
LEi ja i 


- det Q[i, - 7, Im | 1.2, , mj. 


于 是 ， 有 
EE 4.7.7 ”了 是 弱 连 通 有 向 图 ， 则 D 的 生成 树 数目 - 


7(D) = det (Bj(D): Bij (D)). | | (4.7.3) 
证 ”由 Binet-Cauchy 公式 ， . 并 且 定 理 4.7.8 
det (Bj(D)BT (D)) =- (£1)? = r(D). TEH. 
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这 便 是 有 向 图 的 矩阵 - 树 定理 . 
由 上 述 定理 ， 可 导出 著名 的 Cayley 公式 . 
K 4.7.8 n HERES CR nn-2. 
证 ”问题 等 价 于 求 竞赛 图 K. 的 生成 树 个 数 ， 设 


By(Kn)= (by) | 


By (Ku) BF (Kn) = (Ua) os sy: 
这 里 
n(n—1)/2 s 
bi; = > baba, 1, J 1, 2. , n — 1. 
k=1 
易 见 
b [etm Bm i=j, 
51. Migs 
于 是 | 
n-1 -1 —1 
T -1 n-li ... -1 
Bf (Na) BI (Kn) = | | | ' 
—1 —1 n —1 
det (S/ (K.) Bf (xn) 
1 1 1 
N Hl -1 n-1 -i -1 


第 1 (i = 2, 3. , n — 1) 


l ， . $0 n 0 — 0 2a 
iH UA, ... t 


FI. 我 们 考虑 有 向 图 ; D ARAM BO IH, | 


^ 这 是 由 Bott 和 Mayberry (28) 发 现 ， 而 由 Tutte (29]) 所 证 明 


m. 
记 ACD) Æ D 的 邻接 阵 ， D RAM V(D) = (1, al. n). 
dt(ü) M d-(i) N N i 的 出 度 (outdegree) MABE (inde- 
gree), í = 1, 2, „n. 构 作 矩阵 
d*(1) 
. d*(2 
Mout = e . 


eo 


d (n) / 
x 
C out = Mor out — A, 
Cin = Min — A. 


BR, Cou 的 每 行 的 行 和 为 0. 若 列 和 也 为 0, 当 且 仅 当 D 4 
Ruler H. Kt, Cin 的 列 和 也 为 0 
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' ÈRA Cout 的 所 有 行 和 为 0. 不 难 证 明 ， 它 同一 行 的 所 
”有 代数 余 因子 都 相等 ， 事 实 上 ， 设 Cout = (cy). E 


C11 Cig, *** Cin 


C'-|eaA ca ce Cin 


0 cia ei 


0 ca ene 


这 里 Cu 表示 Cout KMAR TRI 列 的 代数 余 因子 ， 又 


cei ca 0 Cin 
MEA | ctr e A e „% (678) 
. Cal QUT 0 "T Can | 
= AC. i i 


于 是 ， 由 (4.7.4) Cy = Ca. 
”类似 地 ， 可 以 证 明 ， Cin BB A UR 


的 . | 
Fi, RAGES, ARE - 树 定 理 ， 
定理 4.7.9 ”对 任何 一 个 标号 有 向 图 D,V(D) = {1,2,.… ,n} 
的 第 i 行 的 任 一 个 元 的 代数 余 因 子 的 值 是 以 顶点 i 为 汇 的 入 生 
成 树 的 数目 ， 对 偶 地 ， cC, 第 j 列 的 任 一 个 元 的 代数 余 因 子 的 
值 ， 是 以 顶点 j 为 源 的 出 生成 树 的 数目 . 

证 Cout f H- ATN HN HN TA OD), 
$= 1, 2. „n. | 

不 妨 设 顶点 1 有 一 个 入 弧 (i,), HED PERRI, A 
有 向 图 D, EKERN BAA H D (“收缩 " 概念 网 图 论 
专著 ， 如 [20]. 


设 Cout = (ii) ax. Jul 


Cay Cag E 


简 记 Cout (D') 为 Chut? Cout (D") 为 Cout » AY 


C11 Cu Cin 
Cou =>] 0 … 4 1 Ut Cin (š) 行 ， 


-A Cat Cai — Can 


"EP 
C4) | mm ce eumd se an 
"E Cni I 0 

注意 到 D i D 的 点 1 及 收缩 而 成 ， 帮 Out 是 把 Con 


的 cu NV cn + en- 1, ci; PUN cy; + cj, ca PUN Eji + Cj, 
j= 2,9,.,n. 于 是 


ciI Tc - I Ci ＋ ei 


G1 T C1 Ci-l4-1 


H oe 
out 
A. Gipi F Citite |: 6111 


` Cni + Cni eto Cnil 
fuga + Cpl cit Cin Cin 


Ci-1,i+1 — Ci, n 
Gilitl ln 
f Cn, 71 t Con | 
注意 ， ‘out 已 从 Cout 中 删 去 第 i fh Bi A. M 
C2 Ohi- Cal "t C2n 
CDI) c- 0-1. 1 clmi c^ Gelaj]. 


C11 2 Cipni—1 Cm 71 en 
en, 2 Cn, i—1 Cam i+1 Cnn 
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我 们 可 得 到 


[c22 CN eln 
C(D1) = 
2 ca — 1 Cin 
Cni Cni Can 
C23 Cai Cin 
+ 4.7.6 
Qe 1 0 40 
ez Cmi enn 
=C(Dj) + C(DY). 


(把 上 面 第 二 个 行列 式 求 元 1 的 代数 余子 式 ) 

RSS D 中 以 顶点 1 为 汇 的 入 生成 树 的 个 数 TD), & 
们 可 以 看 到 ,在 所 有 顶点 1 为 汇 的 入 生成 树 中 ， 可 分 为 两 类 入 
B. 

Gü) RAM (i, 1) D 的 入 生成 树 ， 这 与 D' 的 入 生成 树 一 
一 对 应 ， 其 个 数 是 T(D:) 个 . mE | 

(ü) AM (,1) MJ D 的 入 生成 树 ， 这 与 D" 的 入 生成 树 一 
MKM, X43 TD"), 

ik 

T(D)) = T(D}) TDI). l 


A (4.7.6) 与 (4.7.7), 自然 可 以 猜想: 
T(D,) = c(D3). | (4.7.8) 


下 面 ， 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 ， (4.7.8) 是 正确 的 ， 
对 于 非 弱 连通 有 向 图 , 仿 定理 4.7.3, MEH CDi) = T(D3) = 
0. 
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我 们 考虑 () 连通 的 有 向 图 D, 对 D 的 边 数 m 作 归 纳 


x. 
Nm = l, 有 两 个 2 阶 连 遵 有 向 图 万: 
0 0 | 51 —AII 
ex an- (5 i) 1 EE 
p! ao 
1 一 1 . 2. 1 
Cout (DI) = ( ) : c (DI!) = 0. 
| 0 0 4.7.1 
具体 构 作 可 知 TID) = 1, T DID = 0. FREM TD) = 
0 Di). | 
设 对 m 一 1 SAHA D, 有 T(D)) = CD). EE: -有 
m SRA i BIA Ka. 
m | 


T(D;) = T(D)) TD 
C(D1) = C(D1) + C(DY), 
D, D REA m — 1 条 弧 的 有 向 图 ， 由 归纳 假设 


TDI) = Cj), 
T(Di)-C(Di. ` 


(Di) = C(D}) + C(Dj) = i). 
类 似 地 ， 对 于 Cin , 也 可 证 得 定理 的 结论 ， 证 毕 . 
我 们 试 举 一 例 ， 以 说 明定 理 .4.7.9 前 应 用 .考察 下 列 有 向 
图 D. 
则 我 们 有 
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/1 -1 0 0 

3 1. 1 E 
Cout (D) = u 1 2 4 ac . 
0 0 o : FR | 
VON 
-1 0 o 

一 一 1 D. 
Cin (D) = aa “了 | | 

0 0 2 ‘ 4.7.2 


Cout 第 4 行 * 列 ) 的 代数 余子 式 是 


-1 0 0 
-[3 -1 -1|=-(-1-2)= 
|-1 2 -1 


故 ， 顶 点 4 为 汇 的 入 生成 树 有 3 个 ， 如 下 


ONN 


H 4.7.3 


又 Cin 第 2 列 (第 一 行 ) 的 代数 余子 式 是 


11 -1 E 
1 -1|--(-2-22. 
0.0 2 


故 以 顶点 2 为 源 的 出 生成 树 有 2 T. 
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4.7.4 


EZ a PY AR HT EO 
常用 到 . 由 于 各 支 路 电流 与 电压 的 方向 往往 不 能 事先 确定 ,可 
以 先 规定 各 支 路 上 电流 与 电压 的 一 个 一 致 的 所 谓 参考 方向 , 于 
是 ， 便 把 一 个 实际 电路 网 抽象 成 一 个 有 向 图 D. 把 各 支 路 (B) 
的 电流 i( 或 电压 v) HEN HEK. 则 相应 的 图 变 成 有 向 加 权 图 ， 

在 电路 网 络 中 ， 有 下 列 著名 的 Kirchhoff EH. 

电流 定律 : 电网 络 上 每 个 节点 上 各 支 路 电流 代数 和 为 零 

电压 定律 : 电网 络 上 每 一 回路 内 各 支 路 电压 代数 和 为 零 

如 果 我 们 把 具有 m AKI D h, HAM es 的 电流 
记 为 i, * KN 15. 1 1.2, . m. 并 记 


0. «0 


则 上 述 电流 定律 可 表达 成 
| B(D)I = 0, 
HK E Git PEGA RR, 
o = 0. 


运用 矩阵 技巧 ,我们 可 以 导出 状态 变量 法 的 基本 关系 式 来 解决 
电路 问题 ， 即 把 电路 问题 化 为 常 后 分 方程 组 来 解 A E 
者 可 参阅 [21]. 
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$4.8 ”图 的 色 数 


一 个 简单 图 G 的 着 色 是 由 G 的 顶点 集 Vic) 到 色 集 
Sy = {12…… ] EHM NN NF, 使 对 任何 wv € V(D), u adi v, 
WH fu) & f(v), Bl G 的 相 邻 两 个 顶点 有 不 同 的 颜色 .着 图 G 
存在 一 个 上 MH. MM G AR NAU. MO RE kA 
色 的 最 少 的 称 为 G 的 色 数 (chromatic number), 记 作 x(G). 
SM HAMA v E V, x(G —v) < x(G), WK G 为 色 临 界 图 
(color-critical graph). f 

35 4c B HL EE] P £5, St PTE BJ :平面 图 的 色 数 x(G) < 4. 

图 的 色 数 是 图 论 中 研究 的 重要 课题 . 运用 图 论 技 巧 ， 我 们 
已 有 不 少 关于 x(G) 的 估 信 结果 ， 例 如 著名 的 Brooks EH. 

定理 4.8.1 (Brooks[32) ÆG AEE 图 ， 它 的 顶点 的 最 
XB A, N 

x(G)<1+A. 


等 式 成 立 当 县 仅 当 G 是 一 个 完全 图 或 一 个 奇 图 ， 

上 述 定理 的 证 明 ， 在 几乎 任 一 一 本 图 论 专著 中 (例如 [33]) 都 
可 以 找到 ， 

Brooks 定理 给 一 个 图 的 色 数 的 估计 带 来 极 大 的 方便 ,因为 
不 难 求 出 一 个 图 的 顶点 最 大 度 A. 可 是 ， 对 于 一 些 存在 较 大 A 
的 图 ， Brooks fh H NH. Mu. A G = ki,, ER, 
应 有 x(G) = 2. 但 按 Brooks 的 公式 ， 却 算得 x(G) S 

为 了 改进 Brooks 关于 x(G) 的 上 界 ， Wilf x(G) 与 图 
G 的 邻接 阵 A(G) 联系 起 来 ， 用 AG) 的 最 大 特 年 信 Xi 来 估计 
x(G), 得 到 一 个 较 好 (然而 ， 用 起 来 稍为 不 使) HER. 

XR 4.8.2 (Wilf 34) HHO 是 一 个 连通 图 ，A(G) 
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的 最 大 特征 值 是 à 则 
x(G) < 1 + Àj, 


等 号 成 立 当 且 仅 当 G 是 一 个 完全 图 或 是 一 个 奇 图 . 
证 d |V(G)| = n, x(G) = k. MAG 不 是 色 临 界 图 ， 我 们 
可 以 逐步 去 掉 G 的 某 些 顶 点 及 与 之 相关 联 的 边 ， 保 持 色 数 不 
. 最 后 得 到 一 个 色 临 界 图 G。 BR IVG) < n. # G EG fÉ 
生成 子 图 ， 它 和 G, 有 相同 的 边 集 Ge 和 GL 的 邻接 矩 中 分 别 
为 A(G.) 和 A(G), 它们 的 最 大 特征 值 分 别 记 为 A1 (Ge), (G2). 
55 
AG. = Ae < x(G) = Ar- (4.8.1) 


另 一 方面 , AG. JE k EH NH, 故 其 最 小 度 6(G.) > K 1. 
Hi $1.7 的 性 质 (1.7.2) 得 


MG) 2 k-1. | (4.8.2) 
由 (4.8.1) 和 (4.8.2) 得 
x(G) =k <1+ M. 


* x(G) = 1+ X RE (182) 中 等 号 成 立 . HH LA 中 的 系 143 8 
Ge J& k - 1 IERI RS. A K > 3, 由 定理 4.8.1, G. K K HH. 
适当 排列 G 的 顶点 ，4(G) 的 左上 角 阶 主子 阵 为 了 一 了 ,其 中 
JR Hr 1 JF, 了 为 五 阶 单位 阵 ， iE k= N. 
X k n, An HAM X = (1. ,1, beo -,0); 由 定理 
1.4.2 得 
k(k — 1) + 25 O ;=1 Gj,k+1 


AX.X 
= —5—.— 一 一 一 ， 
aXX baa (4.8.3) 
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* Ejmi Opeti # 0, 则 可 取 充 分 小 的 正 数 e, K 2572 Lana 
e(k—1). 由 (48.3) 得 A1 > k— 1, TIE a; =, j 1, 2, . x. 
同 理 ， 可 得 a. = 0, J = 1, 2, „k, r= * ＋ 2, „ n. 于 是 G 不 
XE. FF. RER k = n. HG 是 一 个 完全 图 ， 类 似 地 ， 若 
* = 3, 可 证 G 是 一 个 奇 图 . E.Z, 车 G 是 一 个 完全 图 或 一 个 

SH. H x(G) = ITM KK. | 

运用 Wilt 定理 ， 考 察 G = K. 可 得 xK) < 1+ Ve, E 
然 比 Brooks 定理 给 出 的 上 界 好 . 

下 面 ， 我 们 给 出 用 图 G 的 阶 数 n 和 边 数 m 给 出 的 x(G) 
的 一 个 上 界 . | 

K 4.8.3 Hn f EH G 的 边 数 是 m, 则 


x(G) <1+ U — (4.8.4) 


等 号 成 立 当 且 仅 当 G 是 完全 图 . 
i a n Nr A, A2, , An, 由 Schwarz 不 等 式 
(Y > 0 < (a —1) yx. (4.8.5) 
i=1 


因 Yi O, Ei X = 2m, (4.8.5) 式 等 价 于 
M < (- 1) (2m — 23). 


由 此 结合 定理 4.8.2, 便 得 (4.8.4) K. 
BR, E G= Ka, (184) 的 等 式 成 立 ， 反 之 ， 若 (48.4) 的 
等 式 成 立 , 由 (4.8.5) 知 = „ene 由 定理 4.8.2, G 是 完 
LARA, Fh (4.8.5) x, A2 = ^ = Nu, MG BH 
Ka. M K. . | 
现在 考察 x(G) N FN. 
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如 图 论 中 所 熟知 的 定义 ，G 的 极 大 完全 子 图 称 为 G 的 团 ， 
而 G 的 最 大 团 的 顶点 数 称 为 G 的 团 数 ， 记 为 w(G). 一 个 显 而 
易 见 的 结果 是 
| x(G) > w. 

利用 G 的 邻接 矩阵 AG), 我 们 可 以 导出 x(G) 的 另 一 个 下 
An 
定理 4.8.4 Hn HO 的 边 数 是 m, Wl 

x(G) > EA I, | 


n? — 2m 


EEN, TG 是 可 着 色 当 且 仅 当 适 当地 选择 
WANS H. WEEE AG) 可 写成 下 列 的 分 抉 炬 阵 形式 


Air An co A 

An Am c A 
A(G) = 21 422 | a | 

An Apa co Al 


其 中 主 对 角 线 上 的 子 方 阵 Ag = 0, 11,2. . k R NEH 
8. Nn SOR, M AG) 中 至 少 有 Y nd TERE O: 
X, AG PEMA n -2m 个 元 为 零 ， 故 有 


. | 
n? — 2m > V n. (4.8.6) 
121 . 
”对 向 量 (nz,ma,…,ng) 和 (1. I,. , 1) 用 Schwarz 不 等 式 ， 
得 | à | 
k 7 * 
ky ni (Se) zn 
f i=1 =1 
故 由 (4.8.6) 
n?-2m > = 
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xa) > [53]. me 


1970 fF, Hoffman 用 A(G) 的 特征 值 给 予 x(G) 的 一 个 更 
好 前 下 界 . | 

i Ef Hoffman 的 结果 之 前 ， 我 们 先 要 引述 关于 分 
块 矩阵 特征 值 的 一 条 引 理 .为 方便 叙述 ， 我 们 把 矩阵 M 的 最 
大 和 最 小 特征 值 分 别 记 作 X... (M) 和 Xaa (M). 

引 理 4.8.5 (Hoffman [35]) HA IWR, 4 被 写 
成 二 TARERE Ay (1 < í < t,1 < j < t) 的 形式 其 中 hs 
(ASS AH, MI 


Naz (A) + (-I < 》 7 Aman ( Aa). 
121 i 


于 是 ， 我 们 可 证 明 
定理 4.8.8 (Hoffman [351) N G An NMH (ZA & 


x(G) > 1— x. - (4.8.7) 


证 ”把 Y(G) 239 x(G) 个 颜色 类 ， 于 是 ， G 的 邻接 
PE A(G) 便 被 分 成 x*(G) 个 子 和 矩阵， 其 规格 如 引 理 4.8.5. 但 主 
对 角 的 子 块 Au = 1,2,…,x(G) 是 等 阵 ， 于 是 N, (Af) = 0, 
i= 1,2,:--,x(G). 应 用 引 理 4.8.5, 便 得 


À + (x(G) - Ian < 0. 
但 G 至 少 含有 一 边 ， 克 < 0, 于 是 ， 得 (4.8.7) 式 . 证 毕 . 
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在 知道 图 G 的 谱 的 情况 下 ， (4.8.7) ART x(G) 的 一 个 
较 好 的 下 界 . 特别 ， 当 G 是 二 部 图 ， 完 全 图 ， 奇 围 时 ， (4.8.7) 
式 的 界 是 最 好 可 能 的 ， 结 人 台 定 理 4.8.2 和 4.8.6, 我 们 有 


1- S <x(G) £61 


s - 
w(G) < x(G) < N +1. 


事实 上 ， Grötschel, Lovász 和 Schrijver ((36]{37]) 已 经 证 明 | 
1 Sn SC). 


RH, RKH H (pefect graph, 定义 见 $5.8), 其 
特征 是 wG) = x(G). 对 于 完美 于 来 说 ， 可 以 直接 用 和 1 的 计 
算 ( 它 可 以 是 精确 到 任 一 指定 程度 的 有 理 近 似 ) 代替 更 为 困难 
的 w(G) 和 x(G) 的 计算 ， 

当然 , 从 图 的 性 质 , 我 们 也 可 以 获知 它 的 谱 竹 质 . 注意 到 平 
面 图 的 四 色 定 理 已 被 证 明 (尽管 它 是 被 机 器 所 证 明 ), 即 x(G) < 
4. 由 (48.7) 式 ， 便 可 直接 导出 : 对 于 n 阶 平面 图 G, 有 


An < 351 


我 们 知道 ， 图 的 点 独立 数 (point independence number) 是 
与 图 的 点 色 数 有 密切 关联 的 一 个 参数 . G 的 一 个 点 集中 ， 若 
没有 两 个 点 是 相 邻 的 ， 这 个 点 集 就 称 为 是 独立 的 ,最 大 的 独立 
点 集 的 点 的 个 数 称 为 G 的 点 独立 数 ， 通 常 记 为 aG). 运用 图 
论 的 技巧 ， 不 难 证 明 : N HH n Hr G, | 


n/a(G) < x(G) S n —a(G) +1. 
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近年 ， G. Lovász (1986 (38]) 运用 对 称 和 矩阵 前 不 等 式 技巧 ， 证 
明了 o(G) 用 A(G) 特征 值 表示 的 一 个 上 界 (s (可 参见 $4.9, 定理 
4.9.18) 
nàn . 
11 A f 
一 个 值得 注意 的 方向 是 : 用 图 的 特征 值 来 刻 划 图 的 组 合 参 
数 ， 越 来 越 引起 人 们 的 重视 ( 见 [39][40]). 这 里 ， 离 不 开 和 矩阵 的 
代数 技巧 ， 而 对 特征 信 的 估计 ， 已 经 不 局 限于 对 X 和 An 的 
兴趣 ， 数 学 家 发 现 ， „ 对 图 G 的 刻 划 也 是 相当 重要 的 (参见 
$1.7). 例如 ， 近 年 来 ， 对 来 自 计算 机 科学 中 的 新 概念 一 一 畴 的 - 
扩充 子 (expander) 的 研究 ，([41j[42]) 就 进行 了 这 方面 的 探索 . 
—^ n Br G = (V, E), 车 有 顶点 的 最 大 度 和 A=d, 对 G 的 . 
顶点 集 的 任 一 个 子 集 X, ia | 


a(G) < = 


E(X) := »|v € V(GAX, H 3 € X, 
jË æ € E(G))l- v 


E(X) 又 称 为 X 的 扩充 (expansion), 如 果 对 于 V(G) 的 所 有 子 
Æ X, |X| < n/2, 有 | 
E(X) > axi, (4.8.8) 


XH cJ X 无 关 的 一 个 常数 ， 则 G 称 为 是 一 个 (ma 可 伸缩 
F (magnifer). 可 以 说 E(X) 是 X 的 扩充 程度 的 一 个 量度 ， 满 
E (4.8.8) 的 图 G 被 认为 是 一 个 好 的 扩充 子 . 

Alon (1986 43) 研究 了 G 的 扩充 向 题 ， 他 着 眼 于 图 C 的 
Laplace 矩阵 , 所 谓 Laplace 矩阵 (JB, $1.2), N28 F $4.7 所 提 到 
有 向 图 的 Mout — A N Min 7 A BE. + D = di (di, da, , da). 
这 里 d, 是 图 G MA i MBE, 1, 2. n, 则 G 的 Laplace Ñ 
PE L = D- A(G). 
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Alon RET: 一 个 图 G 的 扩充 程度 和 它 的 Laplace Xi B$ 
L(G) 的 第 二 大 特征 值 2 有 车 密切 的 联系 . 若 )a > e, 我 们 称 
一 个 最 大 度 为 4 的 nn 阶 图 G 为 (n,d,e) 扩大 子 (enlarger): Alon 
证 明了 (las): 

着 G 是 一 个 (u, d. e) X. MI G 是 一 个 (n,d,c) MRF. 
这 里 < 二 T | 

BCR 了 个 (ndo) 伸缩 子 , Bj G- (nde) TAF, 
这 里 一 25 

运用 这 两 个 结果 ， 便 可 导出 : 

车 一 个 图 G 是 一 个 (n,d,c) 扩充 子 ， 则 可 以 用 计算 特征 值 
的 方法 和 证明: G 是 一 个 (nde) SEF, RH 


c 
^^314ray | 
也 就 是 说 ， 如 果 我 们 能 够 给 予 一 个 图 的 Laplace 矩阵 的 第 二 特 
征 值 的 一 个 好 的 估 值 ， 则 我 们 便 能 对 它 的 扩充 性 质 作出 一 个 好 
的 估 值 . 


84.9 I Shannon 容量 


图 的 Shannon 容量 是 从 通讯 理论 引出 的 一 个 问题. 

考察 5 个 字母 , 22, , zu 的 字母 表 ， 用 这 些 字 母 给 信息 
编码 后 再 沿 有 干扰 的 通道 发 出 . 因 通 道 有 干扰 ， 接 收 到 的 字母 
可 能 与 发 出 的 字母 不 尽 -一 臻 我 们 定义 顶点 是 z1,… 2, 的 一 
^H G(fü H), SAR NN =; 和 2;, SAR zi 可 与 z; 
TURRIS. Am {zi, ;] HDE. 两 个 各 由 个 字母 组 成 的 宇 ( 简 
Vr k- SF) WAAL BYE (confoundable), 如 果 相 应 位 置 的 字母 或 
者 相同 ， 或 者 可 温 淆 因此， 两 个 ke 字 不 可 混淆 的 充分 必要 条 
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件 是 至 少 有 -- 个 位 置 上 ， 相 应 的 字母 是 不 可 渔 淆 的 . 

定义 ax(G) 是 两 两 不 可 混淆 的 &- 字 的 最 大 个 数 (k = 1,2, 
...), B| a(G) = ai) 是 我 们 的 字母 表 中 两 两 不 可 混淆 的 字母 
的 最 大 个 数 ， 即 图 G 中 两 两 无 边 相 连 的 顶点 的 最 大 个 数 ， 因而 
a(G) & G HH K (stability number) N NHMW. 

É Hi fl Ha 是 顶点 集 分 别 为 v A W 的 两 个 图 HI 
和 Hz 的 强 积 (strong product) H, + R, 定义 如 下 : 其 顶点 集 是 
页 x Vy (Ë E JUR) 两 个 顶点 (ur, uz) 和 (w, waz) 当 且 仅 当下 列 
三 种 情况 之 一 发 生 时 有 边 相 连 : | 

(i) uy = w H tua, w3} 是 H, f; 

(ii) up = wa H [us wi] 是 H PDs 

Gii) {u wi] 是 HI mi. 同时 (ua, wa} 是 Hz 的 边 . 

例如 : 


ay 


i 11 . %% (n > < va) 
If, | Hz: pP REV! 
wy, 
m 21 P uh) — T 
Hn -Ha 


H 4.9.1 


NONE RN GO) = Gs 8G (k 个 因子 ). 于 是 G 
中 两 个 (H H 有 序 k 顶点 组 在 GU) 中 有 边 相 连 的 充 要 条 件 
是 : 对 应 位 置 上 的 顶点 或 者 相等 或 者 在 G PRUE AK, 
ar) 等 于 CM k KE CO KBAR o (09). | 
ELI | 


&(G) = sup Ve (669), k= T 
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= fim e (e) 


为 图 G 的 Shannon 容量 (Shannon capacity), 这 是 C.E. Shannon 
1956 年 在 研究 通讯 理论 时 引进 的 一 个 重要 参数 (W [44]). 由 定 
X. BA 
| 0(G) >a(G). (4.9.1) 
一 般 来 说 ， 等 号 是 不 成 立 的 . u 
确定 一 个 图 的 Shannon 容量 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 甚至 
对 于 非常 简单 的 图 G 亦 是 如 此 . Shannon (JAd)) 证 明了 : 使 
(4.9.1) 式 等 号 成 立 的 图 , 是 被 a(G) N HA AN H. 即 图 论 中 的 
”所 谓 完美 图 ， 而 对 于 其 它 的 一 些 最 简单 的 图 ， 例 如 五 边 形 Cs, 
Shannon 只 能 给 出 9(Cs) 的 界 


V5 < O(Cs) < 5/2, 


而 不 是 确定 它 的 值 

1979 E, L. Lovász ([45]) 引进 一 种 新 的 矩阵 参数 来 研究 图 
的 Shannon 容量 , 不 仅 成 功 地 研究 了 历 20 年 未 解决 的 b(Cs) 间 
题 ， 而 且 握 供 了 一 种 确定 和 估计 其 它 图 类 的 Shannon 容量 的 新 
的 方法 一 一 矩阵 方法 . 

为 了 书写 和 似 述 方便 ， 在 这 一 节 里 ， 我 们 提 到 的 所 有 向 量 
都 指 列 向 量 (其 转 置 是 行 向 量 ). Rit, W „ 和 w 的 内 积 ， 我 
们 将 写作 v7w( 而 不 用 $14 中 的 v.w ARH. 若 


则 向 量 fi 的 张 最 积 vow (在 $12, f ES o @ u 定义 为 
VOW = (VID D Wm, iw, „ nm) T, 
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这 是 长 为 nm 的 一 个 向 最, 经 过 简单 的 计算 可 以 证 明 : 内 积 和 
张 量 积 有 如 下 的 联系 ， 


( o y)T (v ow) = (a? v)(y7 w). B (4.9.2) 


设 简单 图 G 的 顶点 集 是 (l. 2. ], G 的 一 个 正 交 代表 
{orthonormal representation) AEK E 间 中 的 一 个 单位 向 
MA (ri. va. . ba) BOBO URL RATA, WÍ o M v 
是 正 交 的 ， 显然， 每 一 个 图 都 有 一 个 正 交 代表 . 

在 导出 OCs) 的 精确 值 前 ， 我 们 先 建 立 一 些 引 理 ， 

引 理 4.9.1 K (ui, ua) 和 (vi. , vm) 分 别 是 图 G 和 
H HEZE, With uov 形成 G* 互 的 一 个 正 交 代表 ， 

证 ”从 (492) 式 立 即 可 得 ， I 

ELEZE (ui, ua) 的 值 是 

1 


XA, 路 饥 所 有 的 单位 向 量 . 那个 得 到 最 小 值 的 向 量 c 称 为 
代表 的 手柄 (handle). & 8(G) 表示 G 的 所 有 代表 的 最 小 值 . 屠 
个 达到 最 小 值 前 代表 称 为 优化 代表 (optimal). 

31:3 4.9.2 0 H) S G. | 

ME N (ui, , ua) 和 (on- , vn) 分 别 是 G # H 的 优化 
正 交代 表 ， 它 们 的 手柄 分 别 是 c 和 也 则 由 (4.9.2) K, cod 
是 单位 向 量 ， 因 此 

1 

ii (e o d) 7 (ui o wy 


Gaye = POP). E. 


| B(Go H) < max 


ON (Tu; (Eu; 
3 49.3 al) Sg.). 


WO WB (ui, „ n) H 的 优化 正 交 代表 ， 它 的 手柄 是 
X 11, , ) 是 G 的 最 大 独立 集 ， 于 是 TENTE: 1. 
EX, H. 


k 
1 = > (du) > o(G)/&(G). 证 毕 . 
tz] 
现在 ,我 们 可 以 得 到 下 列 重要 结论 : 
定理 4.9.4 | 
.&(G) < A(G). (4.9.3) 


证 ”由 引 理 49.3 和 4.9.2 


a (c) < 8 (a) < a(G)*, 


| (6) > fa (609), 


B(G) >0(G). EE. 


为 了 应 用 (4.9.3) & ſ f AN H AE Shannon 容量 ， 必 
进一步 研究 AG). 我 们 发 现 : 8(G) SH G 对 应 的 一 类 矩阵 
特征 根 有 着 有 趣 的 联系 ， 

定理 495 ROG 是 一 个 简单 图 ， 其 顶点 集 是 (1. ). 
义 nxn 阶 实 对 称 方 阵 4 = (aj) WF: a; = 1, 2 i=j H 
3j 1E HAK. MARR n 阶 方 阵 的 乐 合 记 为 4 Nin 
的 最 大 特征 信 是 us (A), WI 


A(G) = min Amas (A) 
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证 (1) WE (ui, uz, . „ Un) 是 G 的 一 个 优化 正 交 代表 ， 其 
手柄 是 < 定义 ae 


ulu 


Gi =1- (Tu) (eTu;)' iZ j 


ay = 1. 


HLA = (a5) 54 = 1. 2. Ln. 于 是 4e A, BATS REP AG) 
A, 它 的 非 对 角 元 是 


对 角 元 是 


由 此 可 知 : S(G) — 4 是 半 正 定 方 阵 . Bat, A 的 最 大 特征 什 
至 多 是 B(G). | E 

(2) 反之 ， 令 4 = (as) € A, 并 设 和 是 4 的 最 大 特征 值 ， 
W AT — 4 是 半 正 定 . 因此 ;有 向 量 11, „ n, 使 得 


Mj 一 lij = zi gj. 

设 是 一 个 垂直 于 o, an 的 单位 向 量 ， 并 且 令 ` 
. 1 
ui Ale eh, 


则 
1 . 。 
uf = n (1+27) =1, t= 1. n. 
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并且 对 于 不 相 邻 的 顶点 ;和 放 
| ulus = i (1+ i) = 0. 


FE (ur u) 是 G 的 一 个 正 交代 表 . X 


1 


一 一 一 为 i212, 
(er u) : 


因而 A(G) < X. HK. | 
由 此 ， 我 们 知道 ， 在 所 有 的 优化 代表 之 间 ， 存在 这 样 的 一 
个 代表 (i, ua), 使 


1 _ L 
HOT Gp Fan 


下 面 的 定理 将 给 予 6(G) 的 一 个 更 好 的 刻 刻 , 
定理 49.6 KR G 是 一 个 n 阶 简单 图 它 的 项 点 集 是 
{1,2,…,n}, 又 日 是 所 有 这 样 的 半 正 定 实 对 称 和 矩阵 B = (bj) 
和 集合， 使 得 对 所 有 的 相 邻 顶 点 ij, G # p, A 


bsj = 0, (4.9.40 
并 且 迹 | 
tr Bl. 4.9.5 


LE 
A(G) = max tr BJ. 


XH. tr B Bl B 的 所 有 元 素 之 和 ， 
证 (I) K A (as) € 4 且 它 的 最 大 特征 值 是 AG) X 
N B AHA 个 满足 条 件 . (4.9.4) (4.9.5) BY n 阶 实 对 称 和 矩阵 . 


383 


由 4 的 性 质 及 (4.9.4) 得 
tr g. = r 


1 jel 


于 是 | 
` B(G)- tr BJ = tr (80001 - A)B, 


这 里 ，B(G)T 4 M BEEPER. Hei, -en 是 的 单位 正 
交 特 征 向 量 的 集 ， 它们 对 应 的 特征 信 分 别 是 u. , . 2 0. I 


tr (AOI ~ A)B = Ter- A)Be, 
= Y Nef (B(G) — Aje, > 0. 
(2) 我 们 将 构造 一 个 满足 上 述 不 等 式 中 等 号 的 矩阵 B. 
令 (inji) ety (im, Im) (ix < E 是 G 的 边 ， ^ (m+ 1) 维 
向 量 1 | 
* (aun hu, U „KH, ( A!) , 
XE h = (in, , l) 路 遍 所 有 的 单位 向 量 并 且 
z= (0,0,---,0, BG)". 


我 们 现在 证 明 : E Ñ K (convex hull) 之 中 ， 
WHERE RAE hi, ** „E 和 非 负 实数 01,'**,C€N 使 
a . ON =1 (4.9.6) 
ohi . banhy = 2. (4.9.7) 


用 反 证 法 证 明 这 一 结论 . 如 果 NEN ]“, N 
存在 一 个 向 量 。 和 一 个 实数 a, 使 得 aT < a, 对 所 有 的 单位 向 
HAR, ff aT z >a. 
Sa (ai, amy), Mark < o, AA A = (1,0,---,0); 
由 此 y Sa. 另 一 方面 ary > o 可 导出 8(G)y > 0. 因此 ，y 0 
XB. a» 0. | 


我 们 可 以 设 y =1, 于 是 
NE, EN 
l 7. +1 F {i JJ = {ir ju]; 
ay = | 
| 1 ` KR. 
Wath Sa 可 以 被 写成 
Y Y ash; < a, 
i=l j=1 
因为 4 = (au) 的 最 大 特征 值 是 
max(z! Az : |x| = 1). 


由 此 知 : (ey) 的 最 大 特征 值 至 多 是 o W (oy) € A (注意 AL 
性 质 ), 便 知 8(G) < o. 这 与 (4.9.8) KIB! 

于 是 我 们 便 证 得 (4.9.6) (4.9.7) 所 描述 的 z 的 性 质 . 

M | 


h, = (Ari, Apn)” 
N 
bg = > Aphpilps 
p=1 
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B = (bij). 
MUERE B 显然 是 一 个 对 称 且 半 正定 矩阵 ， 由 (49.7) 式 可 得 
ban =0, K 1. mo 
*H | 
tr BJ = B(G). 


而 由 (4.9.6) 得 trB— I. EKM. 
“为 了 进一步 刻 划 8(G), 我 们 还 须 建立 
引 理 4.9.7 x (ui, ua) 是 图 G 的 一 个 正 交 代表 ， 
(e. vs) KH G 的 一 TERRE, Ne N 4 是 任意 的 向 
量 ， 则 | 
Lew o GF ay sen (4.9.9) 


证 & 422) 3 K. 向 量 u. o v; 满足 | 
(ui o vi)? (u; o u). (uf uj) (vf vj) = u. 
于 是 ， 他 们 形成 一 个 正 交 系 ， 并 且 有 
(cod? > Y ((co is o 10% 


i=l 


又 由 (4.9.2) 便 得 (4.9.9). E. 
”由 上 述 引 理 ， 不 难 证 得 。 | 

FW 49.88 WR (v. , va) EG NEX, d&O 
任 一 个 单位 向 量 ， 则 ME 


600) > ^ (£4 
i=l : 
499 6) > n. 


下 面 ， 我 们 给 出 (0) 的 另外 一 个 最 大 值 公式 ， 它 反映 出 
MG E NH U HHH K. | 
定理 4.9.10 M (vi cu ROBES a 是 单位 
向 量 ， 则 
B(G) = max Y? (dro)? ， 
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其 中 max EM G ff N EHE N BUR RNA d. 
证 HK 4.8, 我 们 已 经 知道 


8(G) 2 max》 (dEn)? .. 


现在 , 构 作 到 的 一 个 代表 和 一 个 单位 向 量 d, R RW. 
4 B = (bi) 是 一 个 满足 (4.9.4) 和 (4.9.5) EEKE 
阵 ， 使 得 tr BJ = (G). 
因为 BEYER, 我 们 有 向 量 w, z, „ Wn 使 得 
bij = wlw. l (4.9.10) 


注意 到 、 „ 
Lu =l, (È=) = BG). 

i=l . 1 

4 u v0 / lui. d = (Lier x) Des ui, 于 是 ， 由 (4.9.10) 和 


(4.9.4), 向 量 $i 形成 G 的 一 一 个 正 交 代表 . 进 一 步 ， 用 Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 ， 得 


Le u)? = (È) 2 (a eg) 


i=l 


Se -E 


(Èe) -(E-) o 


定理 得 证 . | 
”因为 在 上 述 Cauchy-Schwarz 不 等 式 中 ,我 们 取 等 号 ， 故 有 


(d^? = 8(Gyu? = B(G)bis. (4.9.11) 


FH, 我们 构 作 G Xt BV 05 5 4“, 用 A" 的 特征 什 
KER 600). 

EI 4.9.11 NA 是 所 有 这 样 的 n MENRE 4° = 
(a4) 的 集合 : 如 果 G 中 的 点 ;和 了 相 邻 , 则 au —0. N M1 (4˙ > 
“++ 2 An(A*) 是 A" 的 特征 值 ， 则 


M (A) 
HO ge {3 - XQ) } 
E RA eA, X f= G, fa)? XN lA) 
的 一 个 特征 向 量 ， 使 得 /^ = 一 /Xs(4") (注意 : NH trA* = 0, 
A* 的 最 小 特征 值 是 负数 ). 考虑 矩 隆 F = ding (Ii. fa) 并且 


B= F(A' A=) F. 
BH, B AER, 并 且 若 ;和 j 是 相 蜡 的 相 邻 顶点 , 有 — 0, 
tr B= A (A) tr Fa = 1. 
于 是 ， 由 定理 4.9.6 mE 
A(G) > tr BJ = Ya, - da(A*) of? 
£ 


$1 


2 % viri. AX) 
- > (B(A) - x (A00) 1A) 


(2) 等 式 成 立 可 通过 上 述 议论 的 几乎 直接 反 推 证 得 . 证 毕 
K 458 中 ， 我 们 论述 过 关于 图 色 数 x(G) 的 Hoffman 定理 
(定理 4.8.6), 在 这 里 ， 我 们 作为 定理 4.8.11 的 一 个 推论 ， BOGE 
导出 这 个 结论 . | | 
K 4.9.12 (Hoffman) PPA; 2 2 A. BAC 的 邻接 矩 
阵 的 特征 值 ， 则 x 
x(G).21- X 
š tE mE | 
x(G) > AG). (4.9.12) 
设 (un, ua) 是 G 的 一 个 正 交 代表 ，“ 是 任 一 个 单位 向 
量 ， 又 Je * RG BER k 染色 中 的 一 个 色 分 类 ， 计 是 


Xew- SE ut) N- . 


再 由 定理 4.9.10， 便 得 (4912) X. 又 由 定理 4.9.11, 便 得 Hoffman 
的 不 等 式 . u. | 

我 们 还 可 得 到 A(G) 的 某 些 性 质 . 

定理 49.13 A(G + H) S.. 

证 ”我们 已 经 知道 


B(G + B) < 8(G)- ). 


为 了 证 明 反 向 的 不 等 式 , 设 (so) & G MEE, 
(un, „ m) 是 H 的 一 个 正 交 代表 ， 且 c,d 是 单位 向 量 使 得 


Lore = ato, 
> (egd = AH). 
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N v; ow; K NE 的 一 个 正 交代 表 (HM V. E 的 -- Nik 
XH XK. . B G+H 204H), Rat cod 是 一 个 单位 向 量 ， TR 


B(G 4 H) > > >> (Cus o w)" (oa) 


i=1 i=1 


=F vi Te)? EOJ 


i-i j=l 
= È ( ey, Y (wrd) 
= 
= B(G)B(H). E. 


” 记 G 的 顶点 集 为 V(G). V(G) 的 一 个 置换 ， 如 果 能 保持 顶 
点 的 相 邻 关系 ， 则 此 置换 称 为 一 个 G 的 自 同 构 。 G 的 所 有 
自 则 构 形 成 一 个 置换 群 ， 它 称 为 G NH MH (automorphism 
group). 如 果 对 每 一 对 点 zy € V(G), 存在 一 个 从 > 到 3 的 自 同 ， 
构 映 射 ， 则 此 自 同 构 群 称 为 点 可 迁 的 (vertex transitive). 至 于 
边 可 迁 (edge transitivity) 也 可 以 类 似 地 定义 

”定理 4.9.14 FG 有 一 个 点 可 迁 自 间 构 狼 ， 则 


600006) = n. 


RAG MARR, 我 们 把 的 元 作为 nxn K 
换 矩 阵 来 考虑 ， 设 B = (by) 是 一 个 满足 (4.9.4) 和 (4.9.5) N 
PE, K tt BJ = BH). 考虑 


- 加 = 二 (x). ü 
i Per | 
WHR, Bee (4.9.0, 并 且 ` 
trB —1, trBJ = 8G) 
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(H PJ = JP = J), X SIX NAM IE E AMSA P e r 

ME PBP =B. 因为 了 对 于 顶点 是 可 迁 的 ， 这 就 导出 对 所 
# i, bu = /n. EMER 4.9.10 的 证 明 ， 构 作 一 个 正 交 代表 
(own) 和 单位 向 量 d. 由 (4.9.11) 有 


(ray - £2, 


于 是 ， 由 5(G) 的 定义 
BG — 
e ure! HG)’ 
. 50 < n. HIR 4.9.9, 定理 得 证 . 
由 此 立即 有 
K 4.9.15 m OH- NM HHH H HIN, Al 


6(G)«(G) Sn. 


注意 ， 定 理 4.9.14 M K 4.9.15 不 是 对 于 所 有 图 都 成 立 . PJ 
如 ， 对 于 星 图 G, 有 al(G)a(G) n mE 
MR, BATE T 8(G) 估计 的 一 个 重要 定理 . 
* 4.9.16 WO 是 一 个 正则 图 ， 又 为 > 和 > Dan 
是 4 的 邻接 矩阵 的 特征 值 ， 则 | 
Àn . 


BG) < 元 = X. (4.9.13) 


"4G 的 自 同 构 群 是 边 可 迁 的 ， 等 式 成 立 . E 

证 ”考察 矩阵 JA, 这 里 = 将 在 下 面 选择 . 此 矩阵 属于 定 
理 4.9.5 中 的 集合 A 因此 ， 它 的 最 大 特征 值 至 少 是 8(G). N u, 
表示 4 的 属于 X 的 特征 向 量 . 则 因为 4 是 正则 的 ( 行 和 , 列 和 均 
等 于 一 个 常数 h wm = Jax 同时 J axIf bz. ,vn 也 是 J 的 特征 向 
E. J-2A HN IE HA n-th, 234, , n. 它们 的 最 大 者 或 
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者 是 第 一 个 , 或 者 是 最 后 一 个 .z 的 最 优选 择 是 2 = nn/( 和 41 一 和 A»)， 
这 时 n — 1 MA. 的 值 都 等 于 A, /A A.). K (4.9.13) 
XN. | | | 
2G 的 自 同 构 群 F 是 边 可 迁 的 . 令 C = (ch) BORE 
阵 ， 其 中 ， 若 4 = 或 G 的 顶点 和 了 不 相 邻 时 ，ery = 1. F 
是 C 有 最 大 的 特征 值 8(G). 如 定理 4.9:14 HH, 
— 1 — 
C= Ti >” ka 
出 己 也 属于 集合 4 ( 见 定理 49.5)， 因 而 ， 它 的 最 大 特征 值 至 
多 是 6(G). 由 定理 4.9.5, 这 个 最 大 特 值 是 pG). BR, C 形 如 
J — 2A, lit (4.9.13) 的 等 式 成 立 ， 证 毕 ， 
由 此 ,我 们 立即 由 特征 信和 和) 的 计算 得 到 奇 国 的 (C... 
K 4.9.17 FAB n, | 


_ ncos(r/n) 
A(Ca) = IT , . 
注意 到 r v5 
cos 5 = r= 一 Ve 
mR 4.9.17 x 
. 5Scog— ` 
B(Cs) = —— = v8. 
' 1 + cos 5 
由 定理 4.9.4 - 
| Cs) < V5, 
而 Shannon 已 证 得 | 
6005) > v5. 


故 立 即 可 解决 Shannon 提出 的 问题 
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tí PK 4918 6(05) „. 

最后， 作为 Shannon 容量 的 一 个 应 用 ， 我 们 考察 超 图 (en. 
: pergraph) K (n, r). E n > 2r, K(n,r) 是 这 样 的 一 个 图 ， 它 的 顶 
AEn xS S= (,2,....n) 的 +- 子 集 ， 两 个 顶点 是 相 邻 的 当 
且 仅 当 对 应 的 子 集 的 交 为 空 集 ， 我 们 将 证 明 


定理 4.9.19 60K (m r) 2 | n—1 ]. 


' Xr—-1 
证 因为 包含 5 的 一 个 特定 元 的 所 有 r 子 集 构 成 K(n,7) 
的 一 个 独立 点 集 ， 所 以 


&(K(n,7)) > aK n, )) > ( É i) (4.9.14) 
r- 


另 一 方面 ， 我 们 计算 GK (u, 7)). 
JA Kn, y) B WISE NAA Ti. RAVE 
用 定理 4.9.16. WI K (n, 1) 的 特征 值 ， 易 见 Jaya 是 特征 值 


(~ ) s- 个 特征 向 量 . 


设 1<t<r, MNT CS, [TI =+. 记 er 是 这 样 的 一 个 实 
数 ， 使 得 对 每 个 


U CS, |Uj=t-1, 》 zr =0. (4.9.15) 
UcT . 


存在 @ - 0 ) 个 这 种 类 型 的 线性 无 关 向 量 (zr). 对 每 
个 这 样 的 向 量 ， 定 义 - 


24 = > zT. 
TCA 
IT|=t 


对 每 个 4 < S, [4| = v. 不 难看 到 ， 数 zz EN Z, 计算 出 


393 


EX 3 (i) » ^ eh A 
在 ,我们 将 证 明 : 每 个 (54) 是 K(n,r) 的 邻接 个 降 的 一 个 特征 
向 量 ， 它 对 应 于 特征 值 


C7 . . (49.16) 
事实 上 ， 对 任意 ho CS, Mol = r, 我 们 有 


> 74 = > (ecu) 
| An Mod TA =S N Tt rot. 
为 确定 这 个 值 ， 令 


IrnAo|=i 


对 于 每 个 UC 5, |U| = t- -1 ft [Un Aol = i, X$ (4.9.15) RRA, 
我 们 得 到 | 
(i+ 1) B41 + (t — 1); = 0. 


iR K HNA K. 内 此 可 导出 
| ouf tV 
0 


* = -. 
便 得 结论 (4.9.16) mM . 
按照 这 个 结构 ， 我 们 知道 有 - | 


-&(-C3)-0 


2 


个 线性 无 关 的 特征 向 量 (属于 1 HHH K 0 
` 因此， 我 们 得 到 所 有 的 特征 向 量 ， 由 此 ， K(n,7) 的 特征 信 是 


. co 人 t=0,1, „r. 


r—t 


TE, 最 大 和 最 小 的 特征 信 分 别 是 ( ' "| 和 一 (*; r- ) 
由 定理 49.16 得 | ü 


B(K(n, ) = 一 


由 定理 4.9.4 , - 
&(K (n,7)) < C- 1) . (4.9.17) 


f Hi (4.9.14) 及 (4.9.17). HN i. 

我 们 立即 有 下 列 * m 

K 4.9.20 HHN K (5,2) 的 Petersen 图 的 Shannon K 
R 4. | 
X++ BORDURE UE Erdës, Ko 和 Rado 定理 也 可 以 作为 
定理 4.9.19 的 系 被 导出 (N (K (n, r)) = a(K(n,r))). ` 

N 4.9.21 (Erdés, Ko, Rado [46]) 


n-1)\ 
" 


af 


a(K(n,r)) = [ 
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$410 强 正则 图 


1966 F, P. Erdös, A. Renyi M V. T. Sts 在 题 为 “图 论 的 
一 个 问题 "( 见 [47)) 的 论文 中 提出 并 证 明了 下 面 一 个 有 趣 的 命 

在 一 个 人 口 有 限 的 社会 里 ， 若 任何 两 个 人 恰好 有 一 个 朋 
_ 友 ， 则 必 有 一 个 人 ， 他 是 所 有 其 它 人 的 朋友 . | | 

这 个 结果 ， 被 称 为 友谊 定理 (friendship theorem). 

我 们 把 友 这 定理 叙述 成 图 论 的 形式 ， 则 有 

定理 4.10.1 (KHE ” 设 G 是 一 个 阶 图 ， 若 任 两 个 
相 异 顶点 a。 和 b, 有 唯一 的 一 个 顶点 与 它们 相 邻 ， 则 n Be 
HAC 由 一 些 带 一 个 公共 顶点 的 三 角形 所 组 成 . 

上 述 定理 所 描述 的 图 称 为 风车 图 (windmill graph)， 事 实 
上 ， 对 这 类 图 的 系统 研究 在 1963 年 已 经 开始 ， Bose (48) 最 
先 引入 称 为 强 正则 图 (strongly regular graph) MBA, 也 就 是 研 
究 这 样 的 一 类 正则 图 ， 它 与 两 个 顶点 a 和 5 相 邻 的 顶点 的 个 数 
RMT a RID ETAN. TE, 
=A, NAH, AHA EMMA, TOL 
TEA ACRES. 

a € G, 我 们 用 N(a) 表示 与 a 相 邻 的 顶点 集 ，|N(a)| X 
此 集 的 基数 ， 

一 个 称 为 具有 参数 (mkn) 的 强 正则 图 是 一 个 n 阶 (n> 
3) M* EWE., EME: 

oM A MH Hz a in ö km K. LING) NODI =A. 

(2) Æ HN NN NN a fit b RHAW MVG) = z. 

下 面 考 察 一 些 强 正则 图 的 例子 (一 般 ， 我 们 不 考虑 完全 图 
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Ka, 和 Ean). | | | 
AENA C, 和 长 为 5 的 图 Cs 分 别 是 参数 为 (4 2,0, 
2) 和 (5,2,0,1) 的 强 正 则 图 ， 其 余 ， 所 有 的 Cn (n > 5) 都 不 是 
REME. 
Petersen 图 是 一 个 (10,3,0,1) 的 强 正则 图 . 
“6 阶 图 Ks UKs 是 一 个 (6,2,1,0) 的 强 正则 图 


完全 二 部 图 Kem (m > 2) 是 一 个 (2m,m,0,m) 的 强 正则 

图 . 
在 $1.3 所 谈 过 的 Moore 图 也 是 一 个 (n, K, O. 1) 强 正则 图 ， 
现在 ， 我 们 用 (n, k, A. ) 强 正则 图 G 的 邻接 矩阵 A, 研究 

G HEM. | | 

注意 到 A2, K, M, 4 的 组 合意 义 ， 我 们 有 


A? = kI+AA+ (J — I- A), (4101) 
y E | | 
A -(A-u)A - (X- p)I = pJ. (4.10.2) 
O 性 质 1 Ae ABEN, WEN & RARE 
ME. 
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E KA (nk Au) OREM. CI a-, 
NIAT ET R ASK 运用 (4.10.1) 式 ， 由 简单 计算 得 : 


u- I- A? = ir«(- kt a-1)J-—-I1—A)4( —k4 A4 1)A. 


HG 是 强 正 则 图 ， 由 此 可见 五 也 是 一 个 强 正 则 图 ， 其 参数 
Awan, k=l AN=l-k+p—-1,P=l-—k+A41. EK. 
性 质 2 (, K, A, ) 强 正则 图 ， idi n-k-1 W 


kk—-A-1)-d. — (4.10 3) 


We OR RAE G. Hr. 用 en Ex (4.10.1) 两 
ài, [E 
(ak + AM nins 1- E. 


BE k(k — À — 1) = Ik. IE E. 

性 质 3 & G K (nik , ) 强 正则 图 . n0 TTE G 
A (k + 1) 阶 的 完全 图 的 不 交 并 : | | 

证 B (4103) K. 1 = M BBC À = k-1, FIL 
任 两 个 有 一 个 公共 邻 点 的 顶点 ， 它 们 必 相 邻 . RASA T: G 
的 每 个 连通 块 是 一 个 完全 图 ， 证 毕 . 

下 面 , 我 们 将 给 出 强 正则 图 与 参数 相 联系 的 特征 值 的 一 些 
性 质 . | . 

定理 410.2. EG - (nk Au) 强 正则 连通 图 :“ 定 义 
K d in & F: 

d= (A - AY -. 


| (4.10.4) 
6 = (k + D(A — a) + 2k. | 


则 G 的 邻接 阵 4 有 重 数 是 1 的 最 大 特征 信 k, HE 4 ZI. 
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> 
= 
= 
= 
A 
= 
m 


P= à Q Hi va) >° (4.10.5) 
c= 20 - và) < 1, 
它们 的 重 数 分 别 是 | 
1 8 
rag (tz) (4.10.6) 


证 AG 是 一 个 连通 图 且 非 完全 图 ， RA BDH 3 NR 
同 的 特征 值 . 由 系 143 可 知 4 KN EH k 注意 到 4 是 
不 可 约 ， 由 Perron-Frobenius H, k 的 重 数 是 1. 

HJ A — kI SR (4.10.2), 得 


(A - kD)(A2 — (A - p)A — (k 0 = 


于 是 (4.10.5) 式 的 p 和 oa 是 A 的 特征 值 .- 

车 4=0, 则 入 =p=k, 这 与 <k 一 1 ( 因 G E k EM) F 
füá. TE, O N . 注意 到 参数 和 用量 &>p>o 
表达 如 下 : 


EKT p, = k A 90. 


我 们 知道 : „ SE PR pr>oho <0. fB =c = 0 导出 
Ask+p, KHAN ASK 1TH. Bt. HZO B c<0. 
” 现在, 考虑 G NH G. 由 一 些 简单 计算 可 得 : N AN 
d=d, p=-0-1, F5 -l. 
XHG, 有 5> 0. 因此 ， 便 得 结论 p>0 且 o <-1. 
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BE, Ar H 分别 是 p 和 o MER, TI 
| 115 2 n 1. 


AA AOR, K 
4 + rp + so = 0. 
解 这 些 关 于 r 和 s 的 方程 ， 便 得 (4.10.6). E K. 
| 注意 到 7 和 * 应 是 整数 ， 因 此 ， (410.6) LAH TIE 
图 的 参数 的 一 些 整 狂 关系 ， (4.10.6) 式 又 称 为 强 正则 图 的 整 性 

条 件 (integrality condition). 

关于 强 正 则 图 和 参数 之 间 的 关系 ， 我 们 还 有 

定理 4.10.5. EG 是 一 个 (n,& 和 p) AENM. 

(1) K 6 = 0, IU 


A-p-—1,k-l-2u—r—53-(n- 1)/2, (4.10.7) 


(2) 356 0, 则 Vs 是 一 个 整数 且 特 征 值 和 o 也 是 整 
数 ， RE n BAB, 则 d | 6, 这 里 2% £6. Hn BBR, M 
2d | 6. 

证 6 = 0, N Ef (4104) k += 2k/(p A) > k. 于 是 
0< p- 1«2. 同时 有 入 二 1 一 1. (4107) 的 第 二 式 , H Te (410.3) 
和 (4.10.6) 导出 . 

3 650, 则 定理 中 (2) 的 结论 可 直接 由 (4.10.5) 和 (4.10.6) 
得 出 .证 毕 . 

WHE (4.10.7) 式 的 强 正则 图 称 为 会 议 图 (conference graph). 
它 和 自身 的 补 图 有 同样 参数 . 

由 定理 4.10.2 的 证 明 中 ， 我 们 可 以 看 到 ， 一 个 强 正则 图 恰 
好 有 3 个 特征 值 上 me. LR, WARTA. 即 

:定理 4.10.4 ”一 个 正则 连通 图 G 着 强 正 到 的 ， 当 且 仅 当 
它 恰好 有 3 个 特征 值 ,p,o. 


t 
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Ev asema NH. 我 们 来 证 明 本 节 开头 提 到 的 友 
谊 定理 . 这 里 ， 采 用 Cameron 在 1978 年 给 出 的 证 明 (I [49]). 

# G 是 如 定理 条 件 所 描述 的 一 个 图 . a f A Of 
相 邻 的 顶点 ， 则 有 叭 一 的 一 个 顶点 c, Ea Mb 53848. BA 
唯一 的 顶点 d Z b fil e # a, Jer d 和 顶点 a c HB, e MMH 
A b n e HSE. 

著 z 是 任意 一 个 与 a 相 邻 而 异 于 c 和 a 的 顶点 ， 则 存在 
W—HMINAwyzoeovyze EH NM RAS. Bo Ab H. 
换 ， 类 似 的 结论 仍然 成 立 ， 因 此 顶点 «和 5 的 度 相等 ， 

现 假设 G 不 是 一 个 正则 图 ， 令 a 和 上 是 度 不 相等 的 两 个 
顶点 ， 并 令 e 是 与 a。 fl b 均 相 邻 的 唯一 顶点 . 由 上 面 的 论证 可 
S a Md 是 相 邻 的 . 

我 们 不 妨 设 和 < 的 度 不 等 (必要 时 , HT a Hb BR). d 
是 任意 另外 一 点 ， 则 d 至 少 与 a 和 5 中 之 一 个 点 相 邻 ， 否 则 ， 
由 上 面 证 得 结论 ，。 与 d 的 度 相等 ， 与 d 的 度 亦 相等 ， 故 a 
与 5 的 度 相 等 ， 这 与 a 和 5 的 度 不 等 了 矛盾， 类似 ， 4 至 少 与 a 
和 < 中 的 一 点 相 邻 , HA He HN, HN a HRD N 
cH. Ast, d 与 a H. 这 就 得 到 : G 是 由 有 公共 顶点 a 
的 某 些 三 角形 所 构成 . 

TE, 我们 可 以 设 G Bt EWE. 由 定理 的 条 件 ， 知 
有 一 个 强 正则 图 入 = 4 = 1. 由 定理 4102, BB) s-r = C 
k/VE 一 1 是 一 个 整数 . 但 由 (k 一 1) K, KB. MAT gk 
是 上 =0 和 上 =2, 这 便 是 一 个 弧 立 点 及 一 个 三 角形 的 情形 . 证 
K. 

1978 F, C. W. H. Lam # J. H. van Lint ([50]) 普 考虑 友谊 定 
理 在 无 环 有 向 图 中 的 推广 ， 

一 个 更 一 般 的 问题 是 : REA n ERA AD = 
(V, X), 它 的 任意 两 个 相 异 顶点 , 都 存在 唯一 的 一 条 从 一 个 顶点 
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$8153 —^- DURS 8408 k 的 途径 , 而 任意 两 个 相同 顶点 之 间 不 1 
在 长 为 上 的 途径 ， 这样 的 图 称 为 - 友谊 图 (kfriendship graph 
An = 2 时 ， 对 于 任意 的 奇数 ,一 个 长 为 2 HA. NA 
Wr k- 友谊 图 . 
现在 ， 我 们 考察 N E 友谊 图 D 的 邻接 矩阵 A. &. 
4 满足 
A =J=- (4.10.£ 


于 是 | | 
A‘ = AJ- A= JA- A. 


由 此 得 | | 
AJ =JA=el, (4.10.9 


这 里 是 一 个 整数 ， 1 4 有 相同 的 行 和 与 列 和 (OF c), 图: 
AE} A A BE UHA FE c. 
FJ J N (4.10.8) 两 边 ， 并 应 用 (4.10.9) 得 


A*J = cJ n 1)7, 


即 
n2c.lo (4.10.10 


(4.10.10) 是 存在 ” 阶 (0,1) PE 4 的 必要 条 件 . 

我 们 试 考察 特殊 情况 上 = 3, 则 n= I, 7 — I OEE 
有 一 个 是 P, E n— 1 4-8 I. H (4109) 知 ， A 有 特征 值 < 
其 余 的 特征 值 是 
i (53) , 设 重 数 是 a 
i (35) mma o, 

BRE n-1-a-b. 


1 
Lf 
2 


-1 


` 
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B tA =0, M a = b= 1(@ . 由 此 
tr A! — 2 +a (p + 0°) + (C ~ 2a) = cà e. (4.10.11) 


我 们 先 建立 下 列 E 

3]348 4.10.5 E T1 PHAM DORE 4 满足 
M =I LW D AA (+O 12 H. (长 为 2 ME M, 
并 且 这 些 2- HN, MN 2 HZ [LE EUR — AE CUIRE. 
k (4.10.11), E A? IE ETE FAR ETUR cuo 
的 主 对 角 线 上 第 i 个 元 是 1, 则 有 一 个 j, HH (i. J), G. i), 
RE ¿je V(D). 于 是 顶点 i, 形成 一 个 2 H. A? 的 主 对 角 
线 的 第 了 个 元 也 是 1. 这 便 证 明了 D AA S (ec) 2K 

M 1 , K r E VC), 43 形成 一 个 2- H, kr 又 形成 一 个 2- 
N. Mi AE RAM, BM ik, r, k A ü j, isk 将 是 两 条 从 
到 上 的 长 为 3 的 途径 ， 矛盾! 

于 是 ， 我 们 可 以 断言 : - 

定理 4.10.6 ”对 任何 的 偶数 k, RE k 友谊 图 . | 

证 “我 们 只 需 证 明 : k 是 偶数 时 ， 方 程 (4.10.8) KN. K 
* 21. 假若 4 是 (4.10.8) 的 解 ， 则 AT EERE (AF -I. 
因此 ， 只 须 证 明 方程 (4.10.8) 当 k= 2 时 无 解 ， 由 (4.10.10), 对 
k — 2, (4.10.8) 的 解 4 有 阶 n = ch +1. 则 4 的 特征 值 是 c ( E), 
i 和 -i ( 重 数 相等 ), 这 便 导出 AFA! 

现在 ， 我 们 考察 & 为 奇数 的 情形 . 在 给 出 (4108) 的 一 个 
一 般 解 之 前 ， 先 研究 一 个 特殊 情形 : k=3,n=9 He 2. 由 
引 理 4.10.5, 在 3- 友谊 图 中 有 3 个 不 交 2 H. XK 2- 团 中 的 6 
.个 顶点 的 每 一 个 的 出 度 ， 入 度 均 等 于 2. 又 由 引 理 4.10.5, 与 2- 
图 相连 的 12 K MMK KN 个 点 为 端点 ， 于 是 ， 此 3 点 的 
总 度数 {出 度 与 入 度 之 和 ) 是 12, GAZA ADE. 因 
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此 ,它们 的 每 一 个 点 必 与 每 个 2 图 相连 ， 通 过 分 析 ， RRE 
得 到 一 个 合乎 要 求 的 图 D (图 4.10.2) 
XE, E, Or, Ri (i = 1,2,3) 表示 图 D 的 顶点 ， 作 D MBB 


图 4.10.2 


阵 ， 按 行 号 ( 列 号 ) 把 Pi, Pa, Ps, Qi, Qa, Os, Ra, Ra, Ra 的 顺序 排 


NI. A 
D I 了 
A(D) = Ë 0 中 
l c 22 0 


这 里 ， 和 矩阵 中 的 每 一 个 元 素 代表 一 个 3 阶 子 方 阵 ，0 和 了 分 别 
FAL AY, mi c 是 (1, 2,3 — 2,3, 1) 的 一 个 置换 阵 ， 由 
图 4.10.2 MN, 3 阶 循环 群 是 D 的 一 个 自 同 构 群 .又 


(P, Pa, Ps, 1, Qi, Qs, Ry, Ra, Rg) 
—(Q1, Qs, Qa, B, Ps, Po, Ri, Rg, Ro) 


亦 是 D 的 一 个 自 同 构 ， 于 是 6 阶 二 面体 群 是 D 的 自 同 构 群 
- 现在， 我 们 考虑 A = J -1 (k 是 奇数 ) 的 解 . 设 m= cui. 


EX n MARIE P, = (pu) 如 下 : 
— [1 ¥j=v~ci(modn), 
wl; 其 余 
构 作 矩阵 


(o SiS 1,0 SS 1). 


. A= Èr. (4.10.12) 


事实 上 ， 4 是 一 ARRA n Wr (0,1) 阵 ， 它 的 第 一 行 是 

(0, 1, 1. 1, 0, 0, „0), ARBi+ 行 是 把 第 # 行 的 c 个 1 启 
c^ 

左 平移 一 个 位 置 (i = 42,…,n -了 )， 我 们 将 证 明 : À 满足 
(4.10.8). 
记 Parra, = Fa: Po, Pays ni Ak = 25 Pads. -r, 这 里 求 
和 是 对 所 有 了 跑 遍 销 卡尔 积 11, 2, ,c}* 的 (el, aa, , ak). 由 定 
义 可 知 ， R 是 对 应 于 = 一 -cz +u 的 置换 矩阵 ， 而 Paoro 
MEF TR | 


h 
z — (-c)*e + Y l~o)” (mod u). (4.10.13) 
ic] 
现在 ， 我 们 证 明 | 
E 4.10.7 N (4.10.12) 满足 A^ = J — I, k 是 奇数 ， 
证 ”考察 置换 (4.10.13), 注意 到 (-c)* = 1 (moda) (A 
(4.10.10) sR). K (21,22, ; a) € {1,2,-++,c}*, MI 


-g« 


= n 1. 


同样， 
(c)“ — YA (c)“ 


S (e e 


im] 


It 
3 
| 
d 


由 此 
acas = YA c- (mods). 


Tk, BUS (en. 00) = (Ps 0% N, ERE AMR 
等 . 因此 ， 若 (al, ak) BOR II, 2. c), 置换 (4.10.13) 形成 
置换 z T) (IS n) 的 集合 ， 这 便 证 明了 定理 . 

+E, 我 们 得 到 了 , MAN k, k- 友 资 图 的 一 个 -一般 构造 . 
进一步 ， 我 们 可 以 证 明 | 

定理 4.10.8 2001) 阶 的 二 面体 群 是 对 应 于 和 矩阵 (4.10.12) 
的 有 向 图 D fh HE. | 

证 (1 P, 定义 一 一 个 置换 > 一 -cz v, 把 z=y+)( + 
1)/(c+1) 代入 , 可 得 置换 y cv. 因此 , XÍ À = 0,1,2,- . ., e, 
可 以 找到 一 个 置换 保持 4 NR. 这些 变换 形成 一 个 c 阶 循环 
mo | ^c 

(2) 仿照 同样 的 方法 ， 我 们 找到 变换 


z—1-94 X(c* 4 1)/(e 1). 


把 P, 映射 到 y 一 一 cy + (e + 1 — v), 这 仍然 保持 A 不 变 . 

综 上 所 述 ， 便 得 一 个 作用 在 刀 上 的 二 面体 群 

下 面 的 两 类 强 正则 图 在 图 分 类 上 有 重要 首义 . 

TE 51.5, 我 们 提 过 的 三 角 图 Tm) 是 完全 图 Km (m > 4) ËJ 
线 图 ， Tin) 的 顶点 可 看 作 是 {1,2,…,mj} 的 2 元 子 集 ， 两 个 
顶点 在 T(m) 相 邻 ， 即 对 应 前 2. 子 集 有 一 个 非 空 的 交 . T(m) 
是 一 个 有 下 列 参 数 的 强 正则 图 ， „= Mm - /, k = 2(m — 2), 
A= m2, E= 4. | 

E La(m) (lattice graph) 是 完全 二 部 图 Kmm (m > 2) 的 
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线 图 ， 它 也 是 一 个 强 正 则 图 ， 其 参数 是 nm =m’, k = m- 2), 
À2m-2,4-2. 
”下 面 是 关于 强 正 则 图 的 两 个 重要 的 分 类 定理 ， 

XR 4.10.9 (KEF [51] [52] Hoffman [53]】 设 G 是 一 个 
(m(m —1)/2,2(m —2), m —2,4) 的 强 正则 图 ，({m > 4). Em As, 
N G 同 构 于 一 个 三 角 图 (n); S m = 8, WJ G 同 构 于 四 个 图 之 
一 ， 其 中 一 个 是 T(8). 

定理 4.10.10 (Shrikhande [54]) H G 是 一 个 (m?,2(m 一 
2,m—2,2) 的 强 正 则 图 ， (m > 2). Fm z 4, WJ G 同 构 于 格 图 
La (m). Æ m = 4, WJ G AF Ly (4) 或 如 图 4.10.3 的 一 个 图 ， 

Lnd [RE t 2 pom [dp Bose 在 他 
研究 强 正 则 图 的 原始 论文 中 ( 见 [48]) 就 把 它 与 部 分 几何 (partial 
geometries) 和 部 分 平衡 区 组 设计 联系 起 来 ， 


图 4.10.3 


RR (N, K. T) ut > LE > 1) 的 部 分 几何 是 “点 SCRI 
* 集 组 成 ， 点 和 线 的 联接 关系 由 下 列 公 理 确定 : 

0) 每 个 点 与 条 线 相连 ， 每 条 线 上 有 K 个 点 . 

(2) 两 点 之 间 至 多 有 一 线 相连 (两 条 线 至 多 有 一 个 公共 点 ). 
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“(3) 车 一 个 点 了? 不 在 一 条 线 工 上 ， 则 2 5 L EMT + 
ARR (MET SAB ARM (q, M) EELE, pH M LE). 
反之 , 我 们 把 一 条 线 与 在 它 上 面 的 点 集 视 作 一 样 ， 按 照 上 
述 公理 (2), 不 同 的 线 上 有 不 同 的 点 集 . 部 分 几何 有 对 偶 性 ， 即 
点 与 线 可 互 换 ， (R. K. T) 的 部 分 几何 可 看 作 (K, R, T) 的 部 分 
ff. 
部 分 几何 的 点 图 (point-graph) 是 这 样 的 一 个 图 : 它 的 顶点 
对 应 于 几何 的 点 ， 它 的 边 对 应 于 共 线 点 对 . 由 计算 可 以 验证 : - 
G 是 二 个 强 正则 图 ， 其 参数 是 n=1+ R(KE - 1) T (R- XK — 
1)(K -T)T-!, k = R(K -I), A K-24 (R-) T- i), z = RT. 
对 偶 地 ， 有 一 个 强 正则 “RA, 即 对 偶 几何 的 点 图 . 
至 于 组 合 设 计 与 强 正 则 图 ， 有 着 更 紧密 的 联系 . 

一 个 (wh 为 图 定义 为 这 样 的 一 个 强 正则 图 G, EH v + 
Bim. MER: 入 = u. 也 就 是 ，G 的 每 个 顶点 与 个 其 余 的 
顶点 相 邻 ， 任 何 两 个 顶点 ( 相 邻 或 不 相 邻 的 ) 同时 与 和 个 顶点 
HE. 从 这 个 图 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 2-(v,k,v) Beit. 方法 是 : 
对 于 每 一 个 顶点 z, 选择 区 组 是 与 > 邻接 的 上 个 顶点 集 ， 这 个 
设计 是 对 称 的. 可 是 , 不 是 每 个 对 称 设计 都 可 以 从 一 个 (v, k. ) 
图 构造 出 来 上述 友谊 定理 妻 明 : 一 个 三 角形 是 唯一 的 (v, k. ) 
E (A = I). 34A» 1B, M 41010 中 的 52(4) 及 图 4.10.3 
(u, E, A) = (16,6,2)) 也 是 (v, k, à) H. 

一 个 满足 了 = 五 的 部 分 几何 是 一 个 2-{v, K, 1) 的 设计 ， 它 
的 线 图 是 强 正则 的 . HARTA. 在 这 样 的 一 种 设计 中 , 任何 两 
个 区 组 至 多 有 一 个 公共 点 (元 ).1970 F, Geothals 和 Seidel (Al 
[55]) 做 了 一 个 有 趣 的 推广 . 他 们 引进 了 一 个 称 为 拟 对 称 (quasi- 
symmetric) 的 概念 . 一 个 2 设计 称 为 所 对 称 的 ， 如 果 有 不 同 的 
BK o 和 8, 使 得 每 两 个 区 组 有 a 或 NARA. (我 们 假设 
两 个 值 都 出 现 ， 即 此 设计 是 非 对 称 的 ). 一 个 设计 的 块 图 (block 
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graph) 是 这 样 的 一 个 图 ， 它 的 顶点 对 应 于 区 组 ， 两 个 区 组 有 o 
个 公共 点 ， 则 对 应 的 顶点 相 邻 . Goethals 和 Seidel ME M T: 
这 样 图 是 强 正 则 图 ， 由 此， 也 可 由 区 组 设计 构 作 强 正则 图 ， 例 
3m. MAS 4-(23,7,1) 设计 和 与 它 有 关 的 设计 ， W 可 以 构 作出 
5677120,1 176, RI 253 阶 的 强 正则 图 ， 
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第 五 童 组合 和 矩阵 分 析 


在 前 面 各 章 里 ,我 们 涉及 了 用 组 合 方法 研究 矩阵 理论 的 者 
FRA. 特别 是 在 第 三 章 中 ， 我 们 用 有 向 图 理论 研究 了 布尔 矩 
阵 的 者 序列 .在 这 一 章 里 ， 将 进一步 论述 ， 在 矩阵 中 如 何 成 功 
地 运用 组 合 分 析 的 技巧 ， 


85.1 矩阵 和 行列 式 的 组 合 定义 


BERA, £k % 阶 布尔 矩阵 集合 B, 与 4 有 阶 有 向 图 的 集 
合 可 以 建立 一 一 对 应 ， 基 于 这 一 对 应 ， 有 向 图 成 了 研究 布尔 邱 
阵 埋 敛 指数 的 有 力 工具 ， 

现在 ， 我 们 把 盖 阶 布尔 矩阵 集合 扩充 成 一 般 的 矩阵 集 ， 即 
考察 定义 在 复数 域 上 的 m x n Bra EE. 


Ql 412k 41 


621 üz ( Gan 


mi. m2 ° lmn 


其 中 ay EC (A). 
1 Z. 11,2, t sk}. Jui A 可 以 看 作 是 定义 在 Zm x Zu 上 的 
一 个 二 元 函数 ， 其 值 域 是 C. 即 f = fa: Zn x Z, C. 于 是 


Ker f = ((4,J) : f(i,3) = 0}. 
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-我 们 可 以 用 一 个 (m,n) 二 部 图 去 描述 Ker f, 即 一 个 二 部 图 
` G- (VE) 的 两 部 分 点 集 Vi = i, 2, , m] R Va = 1.2 
(严格 来 说 ， 应 是 {1',2',---,n"}), V(G) = WU Va, 边 lš j] e E(G) 
(严格 来 说 是 弧 (., j) € E(G) 3 B NA fi, j) = O, HH (i, j) E 
Zm x Zn BJ, G 是 完全 二 部 图 Kmn 的 生成 子 图 

我 们 可 以 把 上 述 G 在 Ka, FHN H G REAL. BNL (i, 3) 
KB aj, 而 ay = 0 HERI 0, A e HA ; € V, SAE 
i. S G AH (RD) 二 部 图 ， 事 实 上 ， 若 把 上 述 的 G 
记 为 Ker f, WM 4 的 赋 权 二 部 图 可 记 为 Fej. 


例如 : 矩阵 


图 5.1.1 


man, AR—4 n BESTE, fh N $12 所 述 ， 我 们 可 
以 用 一 个 带 权 的 有 向 图 表示 一 个 短 阵 . 例如 ， AN 
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2 
0 12 0 -1 
5 
3 


1 -1 0 


可 以 表示 成 下 列 冉 权 有 向 图 Ker f. 显然 , 对 于 n 阶 对 称 方 阵 ， 
我 们 可 以 用 一 个 冉 权 的 容许 带 环 的 n 阶 无 向 图 表示 ; 


图 5.1.2 


在 矩阵 论 中 ， 和 矩阵 的 秩 和 特征 值 是 两 个 最 基本 的 概念 ， 而 
这 两 个 概念 ”都 以 行列 式 的 概念 为 基础 的 : 
TEE 4 i RE AR RA d Iu 


det B Z 0. - 
一 个 方 阵 4 的 特征 值 是 下 列 方程 的 根 
det(AI — A) = 0. 
”行列 式 是 最 基本 的 矩阵 函数 , 我 们 考察 它 的 组 合 性 定义 . 
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= (a4) E n BR, A 的 行列 式 竟 代数 定义 是 


det A = > (Sign T)a15(1)027(2) ** ant); 
T€S, 
| 这 里 ， 求 和 是 跑 志 对称 群 5 的 所 有 置换 z. 当 z ARGEN 
”时 ， Signe N 1. 
| 用 赋 权 的 二 部 图 或 赋 权 的 有 向 图 ， 我 们 可 以 表示 出 4 的 
FfK. 

1. 行列 式 的 二 部 图 形式 . 

我 们 考察 一 个 完全 二 部 图 Kan = (V, E), 其 中 V(K,,.) = 
VU Va, Vi 1, 2, n, Va = ((I), (2), , n)]. MN Sr 
中 的 每 一 个 置换 x 都 对 应 于 Kan 的 1- 因子 (完美 匹配 ) 


F, =I, x()), (2, )). . , (n, x(n))}. 


BE, E S. Ken 的 1 H FZ H, FEN A1 1 对 应 . 
* ANR MHH, WN N (无 边 即 赋 权 为 0). 我 们 
用 这 些 权 来 定义 一 个 1 因子 E. HN N 


WF, = (Sign x) CF, HZ. NDO. 


jd Kan 的 所 有 1 BT AUG Fa EN. = Ter, WF. 17 
MJ A 的 行列 式 等 于 Fa iR. BD. 中 每 个 元 的 权 之 和 ， 


det A = WiFy. 


例如 ， 若 4 是 一 AER n MER, 型 存在 一 Ta KK 
RE PRI Q, 使 得 
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PAQ=|: : 
ER * c +0 


* * o „* (4 


是 一 个 下 三 角 阵 当 且 仅 当 4 HRR RA EE 
的 1 因子 . 

2. 行列 式 的 有 向 图 形式 . 记 K. 是 一 个 nt 阶 完 全 有 向 图 ， 
( 即 硕 点 集 为 {1,2,.…,n}, AH HAN (i) ij = 1,2,---5n). 
ELS KNIT S: r 对 应 于 Kn 的 这 样 的 n K 
B Fei F, 中 恰 有 一 条 弧 进入 EC, 的 每 个 顶点 ， EA. a 
H K. 的 每 个 顶点 — 这 样 的 n ROMA K. 的 1 内 
T. 

BIL, Æ S, HERA K, 的 1 因子 之 闻 存 在 一 个 1-1 对 
W. 在 A 的 赋 权 有 向 图 中 ,每 条 弧 有 一 个 权 . 我 们 用 这 些 权 来 
EX1BTF HRM F. | 

1 因子 E & K. 的 一 组 不 相交 有 向 图 的 生成 集 , Ax 
两 没有 公共 顶点 的 图 ， 经 过 H. 的 每 个 顶点 一 一 次 且 仅 仅 一 次 
mL PL PE 


WiC = -(C hBi ERA, 
1 因子 F, 的 权 定 义 为 
WF, = F, 中 所 有 图 的 权 的 各 (5.1.1) 
设 HL 1 个 有 向 国 ， 则 
(-1)* = (—1)"(—1)"-* = (-1^ Sign x. 
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p 因而 
.. = (-i, (Sign ) F, OM HRZ. (5.1.3) 


D. & K. 中 所 有 1 因子 的 集 : WD, É D, 中 所 有 的 
E 的 权 之 和 , E | 


det A = (-)] .. 
; | 
| det(- A) = wb. 
让 我 们 用 一 个 例子 说 明 上 述 定义 ，. 
^ 0 0 0 au mw I 0 
0 | 0 
0 ass 
0 0 
0 
0. 


D(A) 仅 有 一 个 1 因子 Fe = {(18)(62)(21), (3663), (40) 
= {(1621),(863),(44)}. MKT FH sl 
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2 | 
P () 
3 
图 514 
于 是 
W.F, = (—awassaz)(—aseaes)(—aq) 
= —01521155844652063. 
EEA x = (15 2 1)(3 6 3)(4 4) 是 一 个 奇 置换 ， R EXE W. F. 的 
计算 与 (5.1.3) 式 的 结果 是 一 致 的 . 
这 里 ， 我 们 又 可 得 
det 4 (-19W;D = WF, 
= —015021056044052063. 

E T, XM n 阶 单位 阵 ， Ry | det (Zp, 一 A) -A 的 所 有 主子 
矩阵 的 行列 式 之 和 | Ë D. X K. 的 所 有 子 图 的 1 因子 所 成 的 
集 ， 则 

det(I, — A) = V. Dr. 

一 般 来 说 ， 在 研究 涉及 矩阵 A 的 秩 问题 时 ， 注 意 到 4 与 
PAQ (这 里 P,Q 是 置换 阵 ) 有 相同 的 秩 ， 而 4 与 FAO th A N 
构 的 二 部 图 ， 因此 ， 我 们 多 采用 4 的 赋 权 二 部 图 形式 . 而 在 研 
NE 4 的 特征 值 时 ， A 与 PAPT (P 为 置换 阵 ) 有 相同 的 特 


征 值 ， 我 们 多 采用 A 的 有 向 图 ， 因 为 4 和 PAPT 的 有 向 图 也 
是 间 构 的 . 
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“作为 对 于 行列 式 组 合 定义 的 一 个 应 用 , 我 们 考察 关于 行列 

一 式 的 矩阵 因子 分 解 问题. 

' Jurkat 和 Ryser (1966 Ji) EHT: n Brie PE ( 方 阵 ) 4 
-前 行列 式 ， 可 以 者 成 ”个 和 矩阵 的 乘积 ， 即 


det A = WOW... - Don, . 


因为 行列 式 是 纯 量 ， 故 W. 的 行 数 是 WO HAREL 
AK, Brualdi 和 Shader ((2]) 用 所 谓 等 级 偏 序 集 (graded — 
“poset) 的 思想 给 出 了 上 述 结论 的 一 个 简短 的 组 合 证 明 - 
”我 们 这 样 来 定义 等 级 储 序 集 P :.P 的 元 素 是 {1,2,…,n} 
A. MGA EK C 为 偏 序 ， 以 其 基数 来 分 级 . 

C BUR (52, n) EBEN FAHR (i = 0,1,…,n)， 
BER 中 的 所 有 子 集 按 某 种 方式 , 例如 按 字典 序 , 排列 成 站 ， 
a, a P 中 长 为 n (也 是 最 大 可 能 长 ) 的 链 形 如 


L di caf) c az C. c al. 


11,2. n). 2 (6.1.3) | 


记 m 中 唯一 不 属于 c- HERY ja (k = 1,50) RU 


(; 2 „ . 4 i 
"n [| ee. » 614) 
f JA Ja In I : 


E 11, 2. . n) - EX. KZ. AEEA (5.1.4) 就 可 
| 得 到 一 个 链 (51.3), 其 中 规定 e = 0, of) = Gus AP (R = 
1,2,--:,n). 
ae nxn Jie A= (ay)axn FIA ( . af) . 
(xc al) 是 Pa 中 的 一 个 《于 EM, of? ER. 
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中 的 一 个 i 元 子 集 ， ul) 规定 为 


uf? = | (tay, aol ug) <a, 


Bay RE cy 个 元 大 于 元 
i-1/ Ní 
we - ( - Less, (5): i= bU (% 


ARTF Pı MP, 的 赋 权 关联 矩阵 (i 1, „n). 注意 : Wo 
的 元 只 与 4 的 第 # 行 的 元 有 关 ， 
现在 ， 我 们 定义 链 (519) E 
wow . n (5.1.5) 


Win 


# (5.1.3) 对 应 于 (5.1.4) KER v, N MER inv (n), 则 
(5.1.8) @F | 


"n 
C a, ns ani = (Sign) TL esto 


. i=l 
UC, R PPRAKA n EM, WA 
det A= c, 的 权 (5.1.6) 


(c, 的 权 即 其 中 所 有 链 的 权 之 和 )， 
| Ww Ow, 
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x 1x1, 它 的 值 是 
T. Ne e, 


1 ars O= aa Wnaf D al. = (i. ah ALGER, & 
N lt led, wf), az, 醒 可 得 到 


Cn NE = wow. wo, 65.1.7 
综合 (5.1.6) (5.1.7) 得 
det A= Ww... wen, - (5.1.8) 


这 是 行列 式 的 一 个 矩阵 因子 分 解 . 
BÓ n= 3, 则 信 序 集 忆 的 冉 权 图 是 在 尸 的 通常 的 Haee 
图 的 各 边 算出 相应 的 权 (但 o 权 不 标 出 ) 


11. 2. 33 


图 5.1.5 


Bi OB) (1,2,3) 有 6 条 长 为 3 的 链 例如 , BEO C (3) c {1,3} c 
was n (; 2 ) a 


现 考察 形 如 (5.1.8) 的 因子 分 解 
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{1} {0} () 


$ (411 012 413) 


| {1,2} (1,3) (23) 
W. 1.2104 Ü) om a D 
BEC 


WD = 1.210.4 


— 91 0 423 


G 0 Taz —üp 
{1, 2,3} 
w® = 1.210.4 {24 | ass | 
{1,3} 一 a32 |. 
{2,3} agı 


FE A = (ay)axs = wawa, We), | 
注意 到 det A H Per A 的 关系 ， 如 果 我 们 定义 W 为 
o [o Baga? 
1 1 = Í 6-2 ta al? 
| aj Bay i d, 
则 和 前 面 一 样 ， 我 们 得 到 矩阵 WO, wO... WO, 便 有 
wow...) = Per A, 
即 矩阵 4 的 积 和 式 . | 
f 我 们 再 看 看 如 何 运 用 上 述 赋 权 图 的 组 合 分 析 技 巧 ， 研究 两 
个 矩阵 对 钊 相似 的 充 要 条 件 . : 
定义 在 任 一 域 上 的 两 个 矩阵 A = (a5) fil B = (55), K 
PE AURI B 称 为 对 角 相 似 (diagonally similar), 如 果 有 非 异 对 角 
BE D, 使 得 DAD^! = B. (5.1.9) 
i D 的 对 角 元 是 di, , da, di £ 0, i= 1, 2, % n. 并 记 D = 
. diag (di, , d.). 我 们 说 .4 的 有 向 图 (A) 是 指 ay 关 0 BAR 
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j ZNH NA. ij 是 r. NN I, . a) 中 的 两 个 顶 
pA. HS id BA TB). 

F 由 (19) TE, 4M * AHR M. NE ANE 
对 外 相 包 Mi P(A) rh. 

to 但 反之 不 然 ， 即 (4) = T(B), 一 般 不 能 推出 4 N B NM 
- 
- fim 


r.) — T(B), K D = diag (di, dy), Ñi 


DAD" = 18 Hm) 
dd; 0 
X (5.19) NN, A e 
| f 24d; 21 


这 是 不 可 能 的 ， 即 4 与 B 不 能 对 角 相 似 ， | | 

因此 , K AH. r- T(B) 外 ， 还 要 考虑 
图 的 权 条 件 . 

1969 年 ， 首 先 由 M. Fiedler 和 V. Ptak 得 到 了 矩阵 入 Al B 
MARE TAREE (8). 

= (a4) A B = (ha) nxn AER, 其 中 4 不 可 约 ， 则 4 

m EM AREE ER fl (B) B We, (C) =W,, (O) 
对 IT(4) 的 每 个 图 C 成 立 . | 

RE, W..(C),W,,(C) AMER TA -T(B) =T rh, A 
A B 分别 给 围 C BMG. 现在 ,我 们 用 组 合 分 析 技巧， 给 
予 上 述 条 件 一 个 证 明 . 

1. DBE. 没 4 与 如 对 外 相似 ER TA) TG. 
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记 r(A) = I(B) = T, $ C = ii. j ii) BT 的 一 个 
WB. 如 上 所 述 ， 4 和 B 都 能 给 OR. FNM RAA 
We (C) aue 44-24. au 和 Weg (C) = -b bu 14 bfr ff 
(这 里 的 “-” 号 在 证 明 中 是 无 关 紧 要 的 )， 

HAS BMAD, WEE D = diag (di. · , d.), di 0, 
i=1,2,---,n, 使 ö 


DAD" =B. 
直接 计算 得 | 
(dad) = (b) $j-1,2,,n 
BD 
bus = dia;;d; . 
于 是 
Wis (C) = = bas . dir at. bent 
= di Gu a i dy Oy adi di, 6i, i d; 
= hiia PU Gi, i 
= Wi, (C), 
对 每 个 图 C 成立. 


2. 充分 性 . IN T(A) = (B), A 不 可 约 ， 故 T(4) 是 强 连 通 ， 
GO) BBE, BAR. 我 们 对 工 HARA RAE 
来 证 明 结 论 ， 

由 图 论 的 结果 我 们 知道 : 一 个 强 连 通 图 每 条 弧 都 在 一 个 加 
路 上 . 因此 ， 它 总 可 以 从 一 个 围 出 发 通过 在 两 顶点 间 加 路 的 办 
法 得 出 . | | | 

FÆ NH AEK T IK. RAM, RT AN 
(1, 2, . m, 1) 
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; 


a 
š 


X NOUS S MATIS CERE ix. urs] 


Wi, (T) = — 212: :: 441 nGa 15 G; i+1 * 0, 
12 1, „ n 1, an 172 0 

Wia (T) 2 bi b -1 5b. 1, 544% £0, 
11, 1. ba £0 


B W. T) = Wis (P) GEH p 是 一 个 图 ), M ui 4-1 nani = 


bu On ab 1. NI NAH D = diag (di, . da), 
其 中 | 


di — 1, 


diss = dia, mbiann 1 1, n 1. 


FH 
b. 41 = dia; idg 11, , n 1. - (5.1.10) 
Lu] an -I nan 1 = didiz -i nda 1551. 
可 得 ` | 
bai = d,a, dr 1. (5.1.11) 


从 而 由 (5.1.10) (5.1.11) 得 DAD-1= p. ` 

Hut D AAM T 中 深 加 一 条 从 顶点 1 到 顶点 7 的 
路 所 得 到 . 不 失 一 般 性 , 设 所 深 加 的 道路 是 (kk 1,21, n), 
A MEP. MTR G, i- i) NK asas i = h,...,2, NM 
(Ln) MR an 同样， BPS, BAHREN 5 ;_1 M 


Jt, AUR B. M (n ETI) 阶 不 可 约 方 阵 ， 其 余部 分 除了 
at 421,91 ny bir 1-1, bi n (6 = 2, * NT. 
由 归纳 假设 ， 存 在 非 异 对 角 阵 D' = dias (d., , d.), 使 
| DAD = BY, | 
我 们 在 D' 上 添加 H= 3548363838 HN D = 
. diag (di, dz, dy 1, dh,” "t sdn) 其 中 


di —diacuii/bgin i Lesk- 1. 
于 是 d. 14.1 di! = bui " i= lu - 1. XH r 是 强 连 
: (k, k 1, , 2, 1, n) 便 有 一 个 图 ， 与 前 面 的 证 明 一 样 ， 我 们 可 以 
25 Ë f | ^ 


hasda! m. 


+R, 有 DAD = B. 
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至 此 ， 我 们 完成 了 对 两 个 不 可 约 n AE AR BON fe 
似 的 充 要 条 件 的 证 明 ， 
AA., BERMEK ( 见 1) 考 虚 了 一 般 x 阶 方 阵 {不 
ÒRTA 对 角 相 似 的 充 要 条 件 ， 他 们 把 上 述 条 件 WtA(C) = 
Wts(C) 命名 为 图 的 有 向 围 平 街 条 件 . 类 似 地 ， 定 义 无 向 图 (Sl 
XB) 的 平衡 条 件 是 两 类 反 向 的 边 的 权 积 相 等 ， 于 是 ， 便 导 
出 : N nA A A 对 角 相 似 的 充 要 条 件 是 (4) = (B) 
BET OM e = (ij) 定义 了 权 函 数 f(e) = a H. THEE 


AEE. 
95.2 Jordan 法 式 存在 性 的 组 合 证 明 


在 几乎 任 一 本 系统 的 线性 代数 或 矩阵 论 的 著作 中 , 我 们 都 
WARIAT Jordan 法 式 存 在 性 定理 ， 在 近年 来 央 起 的 组 合 
矩阵 论 研究 中 ,数学 家 们 除了 用 组 合 学 的 手法 处 理 不 断 更 新 的 
RRB, 还 用 级 合 的 观点 审视 那些 古典 的 问题 ， 把 那些 元 
长 的 代数 证 明 用 组 合 的 方法 重新 考虑 ,使 人 们 体会 到 组 合 矩 阵 
论 的 独特 的 技巧 ， 

我 们 看 看 Jordan 法 式 存在 性 的 组 合 证 明 ([5]). 

众所周知 : 一 个 Jordan 块 是 下 列 的 一 个 x HEN 

„a 1 
. a 1 f 
% "|, 
0 .. | 


0 


XI. Ji(a) = (a), a € C. 
矩阵 Jordan 法 式 的 经 典 叙述 是 | 
”定理 5.2.1 ”一 个 和 元 xm 阶 的 复 矩 阵 4 相似 于 这 样 的 一 个 
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SEE, CHEF Jordan NM HI. 

EB LAER, ARÁZ—EATEITSÓN: 

L 证明 4 相似 于 一 个 上 三 角 型 矩阵 . 

IL 归结 为 证 明 这 个 上 三 角 手 阵 是 若干 个 主 对 角 线 的 所 有 元 
素 相等 的 上 三 角 矩 阵 的 直 和 . 

III. EM. 此 三 角 型 矩阵 是 Jordan K 若干 个 Jordan 
块 的 直 和 . 

类 似 于 上 一 节 所 述 , 我 们 用 一 个 不 带 环 的 n 阶 有 向 图 D(A) 
来 描述 ” MERE A. 因为 D(A) RER, 因此 , 我 们 不 考虑 和 矩阵 
A= (aij) 中 对 角 元 au WA i = 1,2,---,n, 而 当 且 仅 当 oi; £0 
(i j) M. Æ D(A) LAM (i, J). 例如 


1 


3 1 0 2 
4 0. 3 0 | 
1 0 21 对 应 于 
0 011 B 5.2.1 
当然 ， 对 于 一 个 对 角 线 矩阵 
3000 
0000 | . 0 0'0 0 
o0 1 o| 对 应 于 图 1234 
0002 


5.2.2 


在 通常 的 线性 代数 或 矩阵 论著 作 中 ， 我 们 也 有 下 列 定理 的 证 
W. id 
ER 5.2.2 (Jacobi) - nn TAN A 相似 于 一 个 上 
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k TAER T. T 的 主 对 角 线 上 的 元 是 4 的 = 个 特征 值 且 这 些 特 
征 值 可 以 以 任意 的 特定 次 序 出 现在 主 对 角 线 上 . f 
E RAIXORLIÉRAGBPENDES u E. 一 个 上 三 角 矩 阵 的 有 向 图 
t 是 一 个 无 国 图 (acyclic), 即 它 的 有 向 围 无 有 向 圈 ， 反 之 ， 当 热 
i 不 一 定 真 ， 即 无 锋 图 对 应 的 矩阵 不 一 定 是 上 三 角 阵 ， 但 是 ; 适 
“ 当 调整 无 围 图 的 顶点 标号 ， 所 对 应 的 矩阵 必 是 上 三 角 阵 . RE 
. 之，4 的 有 向 图 是 无 圈 图 当 且 仅 当 4 置换 相似 于 一 个 上 三 角 
RE. Ait, Jacobi 定理 可 以 有 如 下 的 组 合 叙述 : 

n 阶 和 矩阵 4 相似 于 一 个 矩阵 B, 它 的 有 向 图 是 一 个 无 轩 


一 类 特殊 的 无 圈 图 就 是 有 向 路 ,一 个 矩阵 A= (aiy) 若 它 的 有 
向 图 是 一 条 有 向 路 . 则 通过 置换 相似 A 的 副 对 角 线 的 元 ( 即 元 
135433 »d34 »*** d- 729 O. É D=diag (di-, d.) - NN 
E. Wl DAD AH -N HF. 显然 ,对 角 相 似 是 一 种 
特殊 的 置换 相似 . 容易 验证 ;. 


—^ n BEBE B 的 有 向 图 是 一 条 有 向 路 当 且 仅 当 B 置换 


相似 再 对 角 相 似 于 
M 1 
i 0 
42 1 
C= E 
0 1 
An 
例如 | 
: 3200 1 
0170 2 
B= 
000 3 3 
00204 l 
. 4 
4 D, = diag (1,1/2,1, 1). H 5.2.3 
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3100 
011 0 
0003|- 
000 4 
X D. = diag (1, 1, 1/14, 1), Ds = diag (1,1,1,1/42), D = Dy Ds Ds 
= diag (1,1/2, 1/14,1/42), W B 对 角 相似 于 
73 10 0 

01t 
0 0 0 

0 0 


Dr BD, = 


DBD = 0 - 
上 

0 4 
对 于 一 个 ” BHBPE A, 它 的 Jordan 法 式 A, 是 比 C 更 复杂 的 
XX. A; 的 有 向 图 是 两 两 不 交 的 有 向 路 的 集合 ， 每 条 路 恰 对 
应 于 4 的 一 个 特征 值 ， 正 如 矩阵 CY y= do A. 的 情 
形 . 当然 ， 两 条 不 局 的 路 可 能 对 应 于 同一 个 特征 值 ， 例如， 下 
PEPER Jordan 法 式 有 4 条 不 交 路 ， 前 三 条 对 应 于 特征 值 5， 
第 4 条 对 应 于 特征 值 0. 
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现在 ， 我 们 可 以 用 组 合 的 观点 重新 表述 定理 5.2.2. 
PO musa: ”一 个 "xm SPE A 相似 于 这 样 的 一 个 矩阵 
4 它 的 有 向 图 是 两 两 不 交 的 路 的 集合 ， 这 里 ， 每 一 条 路 恰好 
L 对 应 于 一 个 特征 值 | 

上 面 , 我 们 已 经 引进 了 两 类 相似 变换 : 置换 相似 和 对 角 相 
pi. 现在 ， 我 们 再 考虑 一 类 称 为 组 合 相似 (combination similar- 
ities) 的 变换 . 
Him; 是 整数 ， 188. Ki XI AK EAA 


00 


"xn 


BR, P 是 可 道 的 ， 且 PC 等 于 把 P 中 的 用 -hR E 
BE C = PBP, 相当 于 把 h 架 B 的 第 i 列 加 上 到 第 ; 列 上 ， 
Ris, A -h BP 的 第 了 行 加 到 第 ; TEE RAK, CE 
通过 B 的 一 个 组 合 相似 得 到 | | 

3 = (b) 是 一 个 上 三 角 矩 阵 ， 宇 < j, WER BP 的 第 

j 行 等 于 B 的 第 j 行 HH, O HHH AR EH In. 

第 7 N. = N . AML HHR AN. KN. E 

€ = (cu) 仍 是 一 个 上 三 角 和 矩阵 ， 它 与 B 的 不 同 仅仅 在 于 第 

3. j T1, 列 上 的 第 i 行 的 位 置 ， 第 1,2,…,i 行 上 第 j 列 的 
yes 5 

f C = (cu) 
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. = (i) aes : e onn R 


511 


bá 


0 


0 


bu 


aoa Cij 


G) 


bjj 


16) 


ban 


ban 


— 43% 


Cig = bij + h(bis ~ b;;). 


3 E, bu A b;;, RATA DER h = —bi;/ (bi bj), {EFS c; = 0. 
我 们 知道 ， 一 个 可 逆 矩 阵 可 以 通过 一 系列 的 初等 变换 变 成 
一 个 单位 矩阵 ， 因 此 ， 一 个 矩阵 4 相似 于 矩阵 B, 4 EO B 
可 以 从 4 通过 一 系列 置换 ， 对 角 和 组 合 相似 变换 得 到 . 

FORE, RABE 5.2.1 的 证 明 ， 我 们 按照 上 面 提 到 的 
Aff. 
FL 按照 Jacobi 定理 (定理 5.2.2), 存在 一 个 可 逆 矩 阵 P, 使 
Ar- P-14P 是 一 个 上 三 角 矩阵 ， 使 主 对 角 线 上 的 相等 的 元 


因为 相似 是 一 种 可 传递 关系 ， 我 们 现在 仅 研 究 T. 
IL 假设 了 的 主 对 角 线 上 有 两 个 不 同 的 元 素 ， 则 可 写成 
7-( 5). 
0 T, 
KE, T 是 上 三 角 抢 阵 ， 它 的 主 对 角 线 上 的 每 一 个 元 是 一 个 
常数 a, (简称 为 常数 主 对 角 线 ). Ta 是 上 三 角 和 矩阵 ， 它 的 主 对 角 
线 上 的 元 均 不 等 于 a. 运用 组 合 相似 变换 ， 我 们 使 无 的 每 一 个 
元 变 成 04 H FN Ti, Ta 的 元 。 (RAITAA X 的 最 下 一 行 和 
第 一 个 元 开始 ， 把 最 后 一 行 变 为 0, 然后 逐 行 把 X BHO.) 于 
X, T 相似 于 五 M TS HHA. # T 没有 一 条 常数 主 对 角 线 ， 
我 们 对 T, TH EAM TRR. 结果 ， 可 得 : 工 相似 于 上 三 
角 矩 阵 的 直 和 ， 这 些 上 三 角 抑 阵 每 一 个 都 有 常数 主 对 角 线 . 于 
A. 一 旦 这 些 上 三 角 和 矩阵 的 每 一 个 化 成 Jordan 法 式 ， 则 定理 的 
证 明 便 完成 . 我 们 不 妨 设 卫 是 有 常数 主 对 角 线 的 上 三 角 阵 ， 即 
它 的 特征 值 全 为 a | 


| A35 ， 


III. & 


我 们 对 n AAR, ENT HAN Jordan 1 N. 
Hn = 1H, T= (a). 这 是 Jordan 法 式 . 


T= . 


Ë p = 0, T Jordan 法 式 ， 否 则 ， 用 对 角 相 似 变 换 使 工 化 为 


a 1 
(0 
这 是 Jordan 法 式 ， 

设 对 n~1 B Rr. A n BEST. 记 工 的 一 个 (n—1) x 
(n— 1) 的 主子 矩阵 为 S. 由 归纳 假设 ， $ 相似 于 Jordan 法 式 
F. 即 存在 逆 阵 Q, fi Q^ sQ = F. 

4 P = Q+(1) AH, M PTP =T, 这 里 


HBT, 的 最 后 () 一 列 有 一 个 非 零 元 h, 此 所 在 的 一 
47, fE F Ë) Jordan 抉 中 恰 有 一 个 1. 为 叙述 清楚 ， 不 妨 见 下 例 
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(5.2.1) 


a * * * * 


: 我 们 可 以 用 组 合 相 似 变 换 把 362 0. 以 (5.2.1) 为 例 ， 把 五 
5 N (-) 加 到 第 7 列 上 ， 且 把 第 7 H BIS 5 F 
E. MET, 的 上 变 成 0, APART MHC. FR WT 
作 一 系列 的 组 合 相似 变换 ， 便 可 得 到 一 个 上 三 角 和 矩阵 Ty, E 
T, AAA (n — 1) x (n — 1) 主子 阵 F. BT 的 每 一 行 上 ， 
至 多 有 一 个 非 零 的 非 主 对 角 线 的 元 ， 以 (5.2.1) 的 Ts 为 例 ， 


(5.2.2). 


# T 的 最 后 一 列 没 有 非 零 的 非 主 对 角 线 上 的 元 ， 则 Z A Jor- 
dan 法 式 , 现 设 , K T, % n N. 有 至 少 一 个 非 零 的 非 主 对 角 
钱 的 元 . 

我 们 现在 证 明 : T 中 第 a 列 不 处 于 主 对 角 线 上 的 非 兴 
元 ， 路 了 一 个 元 之 外 ， 都 可 以 通过 组 合 相似 变换 用 0 来 代替 
它 ， 而 不 改变 T, 的 其 它 元 ， 

考 守 .有 向 图 ， 它 由 两 类 有 向 路 组 成 ， 其 中 一 类 是 两 两 
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的 点 不 交 , 另 一 类 是 除了 所 有 的 端点 (出 度 为 0 的 点 ) 都 汇集 在 
点 n 上 以 外 ， 其余 的 点 ,不 向 路 不 相交 ， 这 些 路 的 总 数 恰好 等 
T F H Jordan 抉 的 个 数 . 而 汇集 于 点 n 的 路 数 等 于 T HE n 
列 中 不 位 于 主 对 角 线 上 的 非 零 元 个 数 , 而 不 汇集 于 点 的 路 已 
对 应 于 Ty 的 Jordan Hk (参见 Jordan 法 式 的 组 合 ， 定 理 5.2.3). 
如 果 存 在 这 样 的 一 条 路 ， 则 由 归纳 假设 ， 结 论 立 即 可 证 出 . B 
it. NIN AEK, T 的 有 向 图 中 的 所 有 路 都 汇集 于 顶点 n 
上 ， 这 些 路 与 第 n 列 上 的 非 主 对 角 线 上 的 菲 零 元 一 一 对 应 . 

我 们 参看 (5.2.2) 的 T, 来 说 明 ， 这 个 过 程 将 更 清楚 但 它 的 
结论 是 带 有 一 般 性 的 。 

汇集 于 顶点 7 上 的 最 长 的 路 是 (3,4,5,6,7), 即 

AE e aa aa ar A 

它 最 后 一 段 弧 的 权 是 t ( 若 有 两 条 同样 长 的 路 ， 可 任 到 一 
AN) 运用 对 角 相 似 变换 ， 我 们 可 以 把 变 为 1, 故 不 妨 设 i. 
考察 路 (1,2,7), CHRANHMAR s, 我 们 执行 下 列 组 合 相似 变 
换 (这 里 ， 已 令 t=1) 

(i) 把 第 6 475% (—s) 加 上 第 2 行 上 ， 然 后 第 MN 加 到 
第 6 列 上 . | 

(ii) 把 第 5 HN (—5) u 1 HE, NH. f LR s 
加 到 第 5 列 上 . | 

有 趣 的 是 ， 上 述 步 路 可 用 图 示 如 下 页 

于 是 ， 用 组 合 相 似 ， 我 们 成 功 地 把 T, 中 的 s 变 为 0, 而 不 
改变 其 它 元 ， 这 个 矩阵 记 为 Ty. | 

因此 ， (5.2.2) 中 的 T, 相似 于 Ty. 注意 到 T; 中 PCI 
4x4 Jordan 块 连同 第 (7,7) 位 置 的 c 和 + = 1, 可 得 到 一 个 更 大 
的 5x5 Jordan R. 于 是 矩阵 Ts BRA Jordan 块 Js (a) 和 
Ja(a) HEM. l | 
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第 D PERG 


3 
" 4 
(5. 2. 2) B) T, 第 0 smi 
5 
8 


5.2.5 


我 们 看 到 , 用 组 合 的 方法 结合 数学 归纳 法 可 以 证 明 Jordan 
法 式 的 存在 性 定理 . 这 一 证 明 方法 ， 其 本 质 是 组 合 性 的 .从 而 
说 明 ， Jordan 法 式 的 存在 是 矩阵 的 一 个 组 合 性 质 ， 当 然 ， 求 
Jordan 法 式 的 具体 形 式 则 高 不 开 短 阵 的 代数 运算 ， 因为 ， 有 同 
一 组 合 模式 的 矩阵 它 的 Jordan 法 式 是 不 一 定 相 同 的 .例如 


011 0 0110 
0 00 -i 000 1 
A= , B= 3 
0 0 0 1 140 0 0 1 
000 0 0000 


A 和 怠 有 相同 的 有 向 图 但 是 , 它们 却 有 不 同 的 Jordan mat. 
95.3 矩阵 初等 因子 的 组 合 确定 


A= (an) 是 一 个 nxn 上 三 角 和 矩阵 , 它 的 元 素 是 在 特征 
为 0 N F E, HAI Di M., d= 0. 易 知 ，4 的 特征 值 是 
在 它 主 对 角 线 上 的 ”个 元 . 如 上 节 所 述 ，4 的 有 向 图 DA) 是 
一 个 无 图 图 . | 
AA An- 4 是 AMER, AB F ERES 
则 A 的 行列 式 因子 (determinantal divisor) 定义 如 下 : 
`  d(à)=1 
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de (A) «Al, 一 A MNA kx k FEE 
行列 式 的 最 大 公 因 式 . 


特别 地 ， 4,Q)= det. — A) 是 入 的 NH EMA. 
出 行列 式 的 Laplace 展开 ， 可 知 


dr- (A) dz (A), 1 < * n. 


H 4 的 行列 式 因子 ， 我 们 可 以 确定 4 的 不 变 因 子 (invariant 

factor) hal à) 

42 00 
110) 
É A RMAC Al, A2, , A,, A f A: È A REA 

程 的 n HE, 181i S, 于 是 


= 15S * Sn. 


hO) = [TO - x", 
t=1 . 
这 里 mai mas 是 非 负 整 数 且 Li ma = n, 1 < i< a, 
A 的 初等 因子 (elementary divisor) 是 下 列 形 式 的 非常 数 多 
项 式 
(A ~ A)" (1<k<n,1<i<s). 


我 们 知道 ，4 的 初等 因子 与 4 的 Jordan 法 式 的 Jordan 块 


一 一 对 应 .每 个 初等 因子 (入 一 和)™ 对 应 于 mai x mk Jordan 
块 * 1 


| ^. *. 0 
Jm (A.) = su 1 , 
I 0 
f ^ 


其 中 AQ = (A). 
更 在， 我 们 仅仅 用 4 的 非 零 元 的 组 合 结构 ， 确 定 A 的 初 
等 因子 . 
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4 的 初等 因子 被 组 合 地 确定 ， 它 的 含义 是 : MABRE 
HARTARA EP B, 对 特征 值 XR, N A 有 
同样 的 初等 因子 ， 更 一 般 地 ， 4 的 一 个 初等 因子 A-A 被 
"SINON. F ENB nx n RH B, 车 与 4 有 同样 
的 主 对 角 线 ， 有 同样 的 有 向 图 ， 则 也 有 等 于 A-A) 的 初等 因 
F. 例如 


.. M531 


.的 行列 式 因子 是 


a = 2 
dy = AGA — 2) 
40 1 18180). 
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因而 4 的 初等 因子 是 A, 入 (A - 2), (A — 2). 又 例如 


abcdefg #0 


卫 的 行列 式 因子 是 


ds) = MA — 2) 
A{A — 2 0 
«o | (4-2) F eo 
(A- 2) 2 df+eg=0 
d(A)=1 (1886). 


这 里 ， 可 以 看 到 ， 初 等 因子 XS 和 X 可 以 被 组 合 地 确定 ， 而 初 
等 因子 A-2) 和 G- 2) 却 不 能 做 到 这 一 点 . 

我 们 引入 一 个 有 向 图 的 路 (path) 的 概念 . ED En 
阶 有 向 图 ， 它 的 顶点 集 是 {1,2,…,n}. X EKR, Y- 
个 上 路 是 它 的 一 个 这 样 的 顶点 集合 w, 它 可 以 被 划分 为 若干 个 
集合 Wi, Wa, . , Wi, 其 中 每 一 个 Wi 可 以 被 排序 在 D 中 形成 
一 条 路 ， |W| 称 为 这 条 路 的 规格 (size). 在 这 里 ， 我 们 允许 
W, 是 一 个 空 集 或 单一 个 顶点 ， 一 条 长 为 (> 0) 的 路 的 顶点 集 
是 一 条 规格 (t 十 1) 的 1 路 ， 又 定义 有 向 图 刀 的 上 路 基数 是 D 
中 -路 的 最 大 规格 ， 记 为 (D), 并 令 po) = 0. | 

以 图 5.3.1 所 示 的 有 向 图 DAA. (1,2,4) 是 最 大 规格 的 


- 路 ， 因 而 (D) = 3. 又 (1,2,4,5,6,8) 是 最 大 规格 的 2 路 ， 
3 p (D) = 6. 类 似 地 ， Pa(D) = 7, pk(D) = 8 (k > J). 
NINA H 5.3.2 所 示 的 有 向 图 D 


注意 到 (1,2,3,4) 是 一 条 路 , 因此 u, 2,3,4} 是 一 K I- B. 5100 = 
4, X, (I, 2,5) 和 (6,3,4) ER, 因此 {1,2, 3,4,5,6} 是 一 条 2- 路 ， 
P2(D) = 6. 2- 路 {1,2,3,4,5,6] 不 可 能 分 拆 为 两 条 1- 路 ， 使 其 
中 一 条 的 规格 为 iD) = 4. 换言之 ， 规 格 为 pa(D) 的 2- 路 一 
般 不 能 用 先 选 择 一 条 规格 为 m (D) 的 1- 路 ， 然 后 取 剩 下 点 集 
的 最 大 规格 1- 路 的 方法 得 到 ， 这 一 原则 ， 可 以 更 一 般 地 应 用 
T il k 2 2. 

= (a4) 是 F EWES. AQ) " A 的 行列 式 
Mu m" n A 的 一 个 特征 值 ， 它 的 重 数 是 m. FA, WF 
i 0, 1, „ n, 


d(X) = (A- n)" (A), file) £0, 


RE 0 = mo < mi < -: Sm m. 

为 了 确定 整数 m, 我 们 需要 确定 AL -4 的 ixi FH 
. 阵 的 行列 式 展开 的 非 零 项 中 (A — u) 的 最 小 次 数 ， 为 了 得 到 m, 
的 估计 式 ， 我 们 定义 4 的 p 导出 有 向 图 (frreduced diagraph) 
DCA). 
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D,(A) 的 顶点 是 D(A) 中 这 样 的 顶点 k, 使 ax = p. 对 于 
D,(A) 中 的 任意 两 个 顶点 k. I, RAL NM & HN N MKK 
等 于 D(A) 中 从 点 大 SAL 且 中 间 点 不 在 DLCA) 中 的 路 数 . 
当然 ， Du{4) RAEN. OR A 是 4 的 唯一 的 特征 值 ， 则 


D(A) 等 于 D(A). 
例如 
010100000 
01000010 
1001000 
010000 
A= 00100 (5.3.1) 
0000 
0 101 
0 0 
0 


则 D(A), Do(A) 和 D, (A) 如 下 ， 其 中 (ú) SNN E., 
上 而 下 的 第 i 个 点 ， 其 特征 值 是 a. 


100) 140) 


2(0) 4t) 


2(0) 4000 7(1) 
o 3(D 9 
3(1) s0) 
5(0) : 
60) 400) Em "T 
Tf) 
610) Pets 9(n) 
/ ; 
sio) ue 
DIA) 
7(1) 
. Él 5.3.3 


我 们 建立 下 面 的 

| 引 理 5.3.1 NA "EF En xn LEA, p 
BAM—+ m BEA. X k 是 一 个 非 负 整数 ，0 < k Su, 
MRA Du(4) 有 一 条 规格 为 s 的 k- 路 时 ， 在 MAI. 4 中 存在 
—+ (n — k) x (n — O 的 子 矩 阵 ， 它 的 行列 式 展开 式 包 会 下 列 
形式 的 非 零 项 


2090 — p)", gle) £0. {5.3.2) 


这 一 引 理 的 证 明 可 以 是 文献 16] 中 引 理 42 证 明 的 直接 推 
J^ 在 这 里 , 我 们 不 再 引述 详细 的 证 明 , 但 是 , 作为 一 个 结论 , 我 
们 用 (5.3.1) 的 矩阵 A = (ay) 来 说 明 这 一 引 理 , 考察 矩阵 (5.3.1), 
Mp=0,Am=7, RR = 2, MBs = 6. & B = (bi) Ë A-A 
中 删 去 第 6, 第 9 行 和 第 1, 第 2 列 后 ， 所 得 到 的 7x7 子 矩阵 ， 
即 


0 -10 0 0 0 0 
-1 0 0 0 -1 0 
A-1 0 -1 0 0 06 
B=| 0 A —- 0 o 0 O 
0 0 A 0 -1 0 0 
0 0 0 0 à-1 0 -1 
0 0 0 0 Oo 4 


det B = 5120215840055 berbre 
= -(-1(-1)-1(-1(-1)(-14 
= A. 


这 里 ， B 的 上 述 非 零 纯 量 元 素 biz, 521, baa, bes, bss, Ber, bre N A 
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的 元 素 所 确定 . 
bia = 44, bn = 一 aas bas = 一 as6， 


bag = 一 045;b55 = ag, ber = ars. 


把 414, 045,057,079 和 das, 456 各 成 一 组 ， 则 可 得 到 D(A) 中 规格 ` 
为 5 的 1 路 (1,4,5,7,9), 规格 为 3 的 1- 路 {2,3,6}, 它们 分 别 
”对 应 于 Do(4) 中 规格 为 42 fh I- N I. 4,5, 9 和 {2,6}. TE. 

{1,4,5,9,2,6} 是 Do(4) 中 规格 为 s=6 的 一 条 2- 路 ， 它 导致 在 - 
B 的 行列 式 中 ， 的 次 数 为 m—-2=7-6=1 的 一 项 . 

对 于 一 个 首 一 多 项 式 f(A) e FD], x £0) = (A-tal), 
90 £0, RNS FOO) = (一 月 5 定义 dv, = k. 于 是 
有 R 

N 5.3.2 KA K 5.3.1 中 的 一 个 矩阵 , $ (A hO), 
…,dn( 和 ) 是 A 的 行列 式 因 子 ， 则 对 上 =1,…,n 


div) (d, )) > m — ps(D,(A)). (5.3.3) 


(5.3.3) 之 所 以 是 一 个 不 等 式 ， 是 因为 Mn A B (n — E) x 
(n — k) 的 子 矩 阵 的 行列 式 展开 式 中 ， 项 之 间 有 可 能 消去 B 
Jt, (5.3.2) 中 的 非 零 项 有 可 能 与 另外 一 些 项 相 消 , 而 后 者 给 出 
(A-n) 的 次 数 高 于 mm — s 的 多 项 式 ， 例 如 ， 设 


011 0 
060 1 

A= , 
000-1 
000 0 
A-1-1 0 

1 4 0 A 0 3| 
0 0 A | 
00 0 A 
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M Da(h) = D(A) 是 如 下 的 有 向 图 


图 5.3.4 


这 里 ， (1,2,4) 和 {1,3,4} Æ D(A) 的 规格 为 3 bh 1. K. KB 
是 从 XI 一 A 中 删 去 第 4 行 和 第 1 列 所 得 到 的 矩阵 ， 于 是 


-1 -1 0 
B=| à 0 -1 
0 À 1 


det B = ~(—1)(1)A - (-2(-1) = 0. 


两 个 上 路 (1,2,4) 和 {1,3,4} Say B 的 行列 式 展开 式 中 互相 消 
去 的 项 ， 4 的 行列 式 因子 是 


da( = M, ds) = 
da(A) = d, (À) = do(A) = 1, 


A 的 初等 因子 是 .2 和 X. 
引 理 5.3.1 和 系 5.3.2 KM: 当 4 对 应 于 特征 值 p 的 初等 
因子 被 组 合 地 确定 ， 则 这 些 初等 因子 是 非常 数 的 多 项 式 


a- -D D- iD). 


我 们 考察 (5.3.3) 的 等 式 成 立 ， 一 个 组 合 地 确定 初等 因 子 的 
充分 条 件 由 下 列 引 理 给 出 . 
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38 533 NA NY EN nxn EERE, „ 
一 个 mn EREM. 又 4 πH H F d), d O)... ., dM. 
vo WC R-TERM MI. s, 存在 DL) 的 顶点 集 Va c 
CON Va, 使 得 在 D. () H- NE Va 到 Vi; 的 点 
不 交 的 路 的 集 ， 它 们 的 规格 之 和 等 于 ps(D,(4)).、 (534) 
则 


42,0) -=- t (08K (5.3.5) 
3B. X 
x (A gy D OD)- m) a CDs (A) (1X k« s) (5.3.6) 


不 是 1 的 话 ， 便 是 4 的 一 个 初等 因子 ， 由 此 ， 4 的 初等 因子 
(5.3.6) 被 组 合 地 确定 . 

证 设 上 是 一 个 正 整 数 ，1< < sa, M 是 从 MI, — A hi 
BET Via 邻接 的 行 ， 与 Vin 邻接 的 列 所 得 的 (n — E) x (n — k) 
JERE. E (5.3.4) 知 ， 在 M, 的 行列 式 展 式 中 ， 有 了 唯一 的 如 下 形 
式 的 一 项 a 

GAA — uy" *&0D.OD, gf) Z 0. 


因此 ， 如 果 f(A) = det Mx, II 
di,) =m — pal D, (A)). 


于 是 | 
div (d, (0) < m — p«(D,(4)). 


HR 5.3.2, 得 
div) (d,. (A) = m — PK(D,(A), 1«k«s 
因此 (5.3.5), 进而 (5.3.6) jr. EE. | 
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p 现在 ， 考 察 引 理 5.3.3 的 一 个 应 用 ， 令 ANKE. X 
RE, 其 顶点 集 是 {1,…,n}. 一 般 来 说 ，G 是 一 个 林 , K O 
; A. 则 是 一 棵 树 . 把 G 每 边 添加 一 个 指向 ，( 把 边 变 成 弧 ) 便 得 
”一 个 有 向 图 ， 称 为 有 向 林 (FE GEE WEAR). BR, 
一 个 有 向 林 是 一 个 无 图 有 向 图 ， 因 此 ， 它 所 对 应 的 矩阵 A, 在 
把 行 和 列 间 时 重新 排序 后 ， 是 一 个 上 三 角 和 矩阵 .我 们 有 
定理 5.3.4 (Brualdi [7]) E A 是 一 个 珠 上 的 2xm 上 三 
AEK, jz 是 它 的 一 个 m 重 特征 值 ， 若 导出 子 图 Du(4) 是 一 
个 有 向 林 ， 则 行列 式 因 子 do(d), di (M,. ., d. (A) 满足 


div) (4, ,(3)) = m- p(D,(4), 0 < k < m, 
且 非 常数 多 项 式 
(A- uy OH GUY m OD), 1«k£m | (5.8.7) 


是 4 中 对 应 于 特征 值 上 的 初等 因子 . 特别 地 ， 初等 因子 (5.3.7) 
被 组 合 地 确定 . 

证 设 上 是 一 个 正 整数 ， 1 < k < m, ẹwu 是 有 向 林 
D. (A) 的 一 个 R. 则 存在 一 组 顶点 不 交 的 路 , , 这 里 
w 是 这 些 路 上 的 顶点 的 集 . 设 a: 和 :分 别 是 7Y 的 始点 及 终点 
(1 Si Sk), V1 = ai, Gak] Vig = lor; bz]. 又 设 在 D(A) 
中 ， 又 有 一 组 连结 Va BAH Vio f HHN N . 
不 失 一 般 性 ， 可 设 a; E A USS k) 的 始点 ， 因 为 在 一 个 有 
向 林 中 从 一 个 点 到 另 一 个 点 至 多 有 一 条 路 ， 于 是 ， 存 在 整数 
i Hl 12, 1 S il, 12 < k, Bf is, B + 的 终点 是 bi. HN . 
LEM 顶点 不 交 ， 故 存在 一 个 整数 i Z i, HAY, 的 终点 是 
bin, 继续 这 个 过 程 ， 对 于 某 个 二 我 们 可 以 找到 第 一 个 这 样 的 整 
j t, EESTI 从 D,(A) 消去 张 的 方向 所 得 到 
的 无 向 图 有 一 个 图 ， 这 与 D,(4) 是 一 个 有 向 林 的 假设 矛盾 . 于 
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&, mss 是 D,(A) 中 唯一 的 点 不 交 的 路 的 集 ， 这 些 路 均 
连结 Va 的 点 与 Vio ËJ X. 因此， 从 引 理 5.3.3, 便 得 到 本 定理 
的 结论 ， 证 毕 ， 


[5.3.8) 


o oc — O 82 
ec O = = e 8 
c Cc = ooo o 


A 的 有 向 图 如 图 5.3.5. 4 的 唯一 特征 值 是 0, 因此 D(A) 等 于 
D(A). 易 见 pi (D(A)) = 4 且 有 连结 点 1 到 点 7 的 瞧 一 的 一 条 
规格 为 4 的 路 ， 又 mA) = 7 且 有 连结 (1,2) 的 点 到 (6,7) 
的 点 的 两 条 不 交 路 ， 它 们 含 ? 个 顶点 ， 因 此 ， 由 引 理 5.3.3, A 
的 初等 因子 ， 即 A 和 M, 被 组 合 地 确定 . 


H 5.3.5 


下 面 是 一 个 应 用 引 理 5.3.3 的 更 一 般 的 例子 ， 
.对 整数 i>1 和 4g> 1, 令 


> 450 - 


mg 
E 


Nig = G,8) :1< 8 < g). 
y Ng KFNB N (El 5.3.6). BE 
Na, a K EKA, D(q1,…,g) ARAE HE NG NG 
LI JJ NODE (i, ) NEN Ff N AN n H, 其 中 1<i< 


j gt, 18K Sg, 1 81 Sd, K Nl. 例如， 下 面 的 图 是 D(5,4,4) 
中 的 一 个 例子 . 


图 5.3.6 图 53.7 


对 于 Día, ttt T 的 每 一 个 顶点 (i, 5), 始 于 (i, 8) 点 的 路 的 
规格 至 多 是 8. 因此 ， in 11, It L^ l, ** 的 这 样 的 一 个 排 
3j, Sa, > q, 2 2 d., MJ 


ps(D(a,--:,«)) = q, t 05, 1<k<t. 


X k FERE, 容易 证 明 上 述 结论 . 事实 上 , MAM Va = 
161, Pa), 7 (in, pia) 和 Vig = UT 1), ts (ix, 1 满足 引 理 5.3.3 
的 条 件 (5.3.4). 因此 ， 若 任 一 上 三 角 阵 有 特征 值 4 B. D,(A) N 
构 于 一 个 Du „ e), M 


(A u)* G — uyts, . (À — sym 
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是 它 的 关于 y 的 初等 田子 ， 并 且 ， 这 些 初等 因子 被 组 合 起 确 
. 

RE, HHN TK AU E. VET) 是 一 个 带 根 
Ar 的 根 树 . 从 根 点 7 开始 ， 把 T(r) 的 每 边 由 根 点 向 外 添加 
方向 ， 得 到 的 有 向 图 称 为 带 根 点 7 的 有 向 根 树 ， 一 个 带 根 点 
| 712 Tt 的 有 向 根 林 Díri,- rt) 是 t 个 以 点 71 Tt 为 根 的 
点 不 交 有 向 根 树 的 集合 ， 一 般 来 说 ， 有 向 根 林 的 k- 路 基数 比 
有 向 林 的 k- 路 基数 更 容易 确定 . 

EE 5.3.8 HD n) 是 nn 阶 有 向 根 林 ,一 系列 点 不 
IN 1- N yo = 9, AI, 2. 定义 如 下 : 

f K 2 l, ye X Dlri, e) d. M2. OU U mos 的 顶 
点 所 得 到 的 有 向 图 中 的 最 长 路 的 顶点 集 . 

Ji] y(k) %- Umi Um, 是 D(r1,…,7k) 的 一 个 大 路， 
其 规格 是 | 

k 
pk(D(ry, re)) = V Hi. (5.3.9) 
i=G : 
GE 我 们 只 需 对 一 个 有 向 根 林 Dr) E N H. 当 顶 点 
Mn =I, 结论 显然 . Nuo 1, Vn HA. 4 D(ri),---, Dire) 
是 从 D(r) PEER r 及 它 的 所 有 邻 边 后 所 得 到 的 有 向 根 树 . 
D(r) 中 的 每 条 最 长 路 可 从 Diri) o DC.) 的 最 长 路 深 上 7 得 
到 . TR. WE Dr) 中 的 最 长 路 的 顶点 的 集 n 导致 > CUR 
X. D(n)-D(n) 中 之 一 ， 不 妨 设 Dlri), 的 一 个 最 长 路 的 
WAR yi = Mr) tg MH. N D'r) 是 从 Dir) PWE w 
的 顶点 所 得 到 的 有 向 根 林 . 对 D (r), P(rz). , Doe) 用 归纳 候 
设 ， 便 可 得 定理 的 证 明 ， EK. 

- 设 4 是 一 个 nxn 上 三 角 阵 ， 它 有 m SHEA RES 
出 有 向 图 DA) 是 一 个 有 向 根 林 Dn ri). 令 90 = 0, mss 
是 定理 5.3.5 所 定义 的 路 序列 ， y 有 规格 s; (i > 1), 则 由 定理 


T 5.3.5, 对 应 于 特征 值 p 的 初等 因子 是 多 项 式 
(A- H)“, i21, “>o. 


an. 整数 序列 01, n .是 单调 不 增 序列 因为 在 一 个 有 根 林 
中 ， 一 个 最 长 路 总 是 连结 一 个 根 到 悬挂 点 (实际 是 高 根 点 最 远 
鹊 一 个 悬挂 点 ), 这 就 可 递归 地 定义 序列 ei. oh, 如下: 

ot SF Dior) 是 悬挂 点 的 集合 P. 的 基数 . 

at 等 于 从 Dlri. re) 中 移 去 Pr U... UP 的 顶点 所 得 
PO EN El HDK SON N 的 基数 . 
EFT … 就 是 aaa EC 

在 这 一 节 中 , 我 们 论述 了 用 组 合 方法 确定 三 角 和 矩阵 的 行列 
式 因子 和 初等 因子 问题 ， 这 些 方法 ， 在 类 似 的 问题 (例如 复合 — 
矩阵 的 初等 因子 ) 的 研究 中 可 以 得 到 应 用 ， 有 兴趣 的 读者 可 参 
阅 文献 (7). | 


85.4 ”矩阵 恒等式 的 组 合 证 明 


在 矩阵 代数 中 ， 有 很 多 矩阵 恒等式 .在 这 一 节 里 ， 我 们 将 
阐述 ， 如 何 运用 85.1 的 组 合 模型 , 给 出 一 些 经 典 结果 的 精彩 证 
A. 由 此 ， 我 们 展望 ， 把 组 合 手法 处 理 炬 阵 代数 的 结论 ， 可 以 
产生 组 合 矩阵 代数 的 新 课题. 

1. 我 们 先 看 看 ， 和 矩阵 理论 中 著名 的 Cayley-Hamilton 定理 
的 组 合 证 明 ([8]). 

设 4= (a4) 是 有 单位 元 的 交换 环 REH Nn HN, A 的 
特征 多 项 式 x (M) = der Ol. — A). Cayley-Hamilton 定理 断言 : 


xa(A) = 0. (5.4.1) 
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我 们 知道 ， 特 征 多 项 式 xal) 可 以 写成 
o Xa(4) = AP 0M 73 +... T . on, 


其 中 oi Æ -A MRA ixi 主子 和 矩阵 的 行列 式 之 和 ， TÉ. 
(5.4.1) 式 等 价 于 


APLATI HOKA . . 0% In =O. (5.4.2) 


W. BALA ME (5.4.2) K KWK. 

如 同 $5.1, 对 A 0 F fl MAIR. 18 P. Æ K, 中 所 有 1 
因子 (置换 有 向 图 ) HR D E K. 所 有 子 图 的 1 因子 所 成 之 
Æ. Hj 


det(—A) = WD "5 
det( 4) = Web. 


在 (6.4.2) P, o, 是 其 顶点 集 为 (1,2, n} 的 大 元 子 集 的 所 有 
置换 有 向 图 的 权 之 和 ， 4" 的 (i,j) HHN N 的 长 
An—k 的 途径 的 权 之 和 . 

WE iR j, G A= Ali, j) 是 这 样 的 一 对 图 (P,O) &: 

(i) P KNM i NAI MRR, 

(ü) C 是 一 组 两 两 无 公共 顶点 的 图 ， 

(ii) P 5j C 的 红 数 的 和 等 于 n. | 

RMA, M (kim) 的 权 是 arm. 定义 (P.C) 的 权 如 下 : 


. EC) = (-i) (C P chr MDR NV, 


这 里 jc 是 C NAA. | | 
AM, 3 = 1, j=2,n = 5. (1 — 3 — 2, (1)(35)) e A, 
Wa 32, (1)(3,5)) = (71)*(a:sas2) [(811)(025053)]. 
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于 是 , (5.4.2) 式 左 端的 (i, j) v Ali, j) MN. N. 
er TER Hee n- k, 0 < k < n, MA í SA j M 
by n — k 的 途径 的 集 的 权 恰 等 于 A- 的 (i, j) . MK, 
H(P,C) 构造 的 第 (ui) TER, MFE RMB RR. H 
p 可 在 集 {1,2,---,n} 中 任意 选择 一 个 上 元 子 集 ， 所 有 这 些 
元 子 集 的 权 等 于 -4 ËJ kx k 主子 阵 的 行列 式 之 和 ， 对 所 有 
oSkk Sn, RA, & 


WAC, J) = (5.4.2) MN N (i, j) 3c. 
F (5.4.2) 式 等 价 于 : 对 每 对 i, j, 
w. Ali, j) = 0. (5.4.3) 


为 了 证 明 (5.4.3) 式 ， 我 们 引进 下 列 从 Ali, j) 到 自身 的 一 个 一 
一 对 应， 使 得 相对 应 的 (P,C) 的 权 仅 相差 一 个 符号 . 

给 定 一 个 (P.C), 它 从 点 开始 沿 着 P 前 进 ， 将 可 能 产生 
下 列 两 种 情形 之 一 ， , 

情形 1 加 到 在 P 中 走 过 的 顶点 . 

情形 2 ”到 达 属 于 C 中 的 一 个 团 的 点 。 

在 情形 1, P 中 含有 一 个 与 C 无 公共 顶点 的 图 ， 我 们 把 此 
MP if K, MN C 中 ， 便 对 应 于 一 个 (P.C). 

在 情形 2, 我 们 从 C 中 移 去 被 接触 到 的 图 ,加 入 到 P, 又 对 
应 于 一 个 (P', C). 

在 每 种 情形 ， 都 易 得 到 


WACP', C) = _- W, (P, C) 


且 这 种 对 应 是 一 一 的 ， 于 是 ， 便 证 得 (5.4.3) R. 
为 了 更 清楚 上 述 的 对 应 ， 我 们 可 以 看 下 列 例子 ， 
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(1+ 2 = 3 — 2 — 3, (5)) = (125 2 3, (23)(5)), 


(1+ 3 — 3,(3,4,5)) > (1 > 3 = 4 = 5 +3 3,0). 


2. 在 矩阵 代数 中 ，det(4B) = (det A) (det B) 也 是 我 们 热 悉 
的 结论 ， | 
4 n GYRE A = (a), B = (b). XE n PRB OTE 
dÉ id 


Wi, (x) = ( Sign T)01x(1) O2x(2) ^ * ' Cn (n): 
Wry (r) = (Sign T)bis)bas(2) bn) - 
X Da # II. 2. . n) 的 所 有 置换 所 成 之 集 ( 即 n 阶 对 称 群 ), 则 


det A = W,, D. 
det B = W,, Dn 
(注意 这 里 W. 与 上 述 W, 的 区 别 ). 那么 ， det(4B) 是 什么 ? 
从 组 合 模 型 的 观点 看 ， 和 矩阵 AB 的 (i, j) 元 表示 一 条 "发 
* N 1K j, CAR asb, KEH k 可 以 是 任 一 个 顶点 . 
设 Z(n) KN (. x) 所 成 的 集 ,其 中 了 是 任 一 个 由 行 ,… n) 一 
{1,…,n} NAH, KIT HHR. 定义 (fon) 的 权 如 下 


Wf, x) =( Sign z)(avrayhra)sq) ` ° ° 
(aF 0b (-e) (an ft) 
5 N. 
det(AB)=WiZ(n)= , Wafa). (5.4.4) 
所 有 (a) | 
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我 们 把 Z(n) 的 元 划分 为 两 类 : MR f X— A n HBR, 
(m) 称 为 1 类 偶 ， 否 则 (fn) RA RR. 
: : II (fiv), 显然 ， Flor 也 是 一 个 置换 . 于 是 Wf, T) = 
Wau Wis F on), 得 


Y: . (J. r) = (det A) - (det B). (5.4.5) 
| I 2648 (r . 
现在 ， 我 们 只 须 证 明 
| L W. (Fr) = 0. B (5.4.6) 
Il EA (m) 


WE) A U A, 了 不 是 一 个 置换 ， 即 存在 由 和 
i EA f(i) =b B FU) =b. 更 直观 地 ， 即 在 A 的 有 向 图 中 ， 
FEHN (MRA A. N) ibb Mi Sd RRB DT 
的 b, OE b 后 ， 取 最 小 的 这 样 的 ; 和 ?考虑 下 列 两 种 情形 . 
情形 1 ih’ AF 的 同一 个 图 ， 如 下 


iso Sa 5.44 B7 
b Andi) . 2 i, 
这 时 ， 我 们 把 这 个 长 图 破 成 两 个 图 ， 
ETEL GOETE | i 
和 ali) Sean B y 55 A sq). 


情形 2 ili MN x MRAM. RAS 
1452 20 A... Si 
B 


Aa xt) Sees b. 
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这 时 ， 我 们 把 它们 结合 成 下 列 的 一 个 转 ， 
bx 到 


Ab È x(t) . 21 


B A. NIE HA N ER (V) 上， 建立 了 这 样 的 
对 应 ， 对 应 元 的 权 仅 差 一 个 正 负 符号 ， 于 是 (5.4.6) RRL 
由 (5.4.4) (5.4.5) (5.4.6), 便 证 得 


det(AB) = (det A)(det B). 
3. 我 们 再 看 Jacobi 恒等式 
det(e4) = e tr 4 


这 里 e DA, tr A & n HN A 的 迹 . Jacobi HK f 
先后 被 Jackson 和 Foato ([9]) 用 组 合 数学 的 观点 研究 过 .在 这 
里 ， 我 们 采用 Zeilberger ([8]) 的 一 个 组 合 证 明 . 

PA, e^— CA 是 D(A) 的 所 有 长 度 的 途径 的 指数 型 
ERBE. 4 B = eA, B = (bi), 我 们 有 


FWA š i 的 所 有 长 为 . 
= 总 次 数 为 前 用 by 表示 的 项 的 和 . 


对 m= 0, 1, 2, , & Bm 是 下 列 形式 的 元 的 集合 : (r, Peni): 
i = 1, „n), 这 里 
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(1) « Æ (1, n) 的 一 个 置换 ， 
2 Ni = 1, n, Pug EM i B) (i) 的 一 Eng 
(3) ME XE 46 ES ANA K m, 
(4) ERMA (1.2, m) 中 的 不 同 数码 , He dE EE A 
向 递增 的 方法 编号 . | 
(OE 1 RE au, (z, Pin) NN Sign x N EH AN 
的 权 的 积 . 
例 车 n=4, m=15, 
112 2,2 1,3 3,4 — 4, 
Pa:1 424242, 
Hi: 231214 1, 
P. 324212 223, 
R.: 4543413434 


是 Bu 中 的 一 个 元 ， 它 的 权 是 


(7-1)(412222222) (421011014841) (834841012423. 


f (244341014444). 
由 指数 型 生成 函数 的 性 质 ， 有 
det(e^) = 7 Z Wi(Bm) 
m= . 
RE, 对 于 每 个 Tn, 定义 一 个 一 一 对 应 Bm 一 Bm. 
4 KN HAN NN HAM. KKMM 


T F. -i i: 它 有 下 列 形式 : 
形式 I 


P,-i(y m (i — ** * — 1 Sisi 
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这 里 s= so Hr 2 0. 
现 考虑 F. -% 
ER II 


P.) mij)... 425 
33 (20). 


NOS SINAI ＋ a HH t. < s < tay 我 们 用 
PITE] T bii i BARER I 的 路 的 
"eg. tsel... p 883 (可 能 是 空 的 ), 从 而 得 到 对 应 中 的 一 
对 元 . 


形式 工 
P- * i) — *** — j tagı j 
íi. 
—. 2 71 
ER II 
Pragu: 110) 7j S i0 
— 5i 
例 n3 
123 
x = 
2 3 1 f 
P:15232 5 215 9 
P. :2 5153533383 
Pa : 321214121 


| 1 2 33 
r= H B F- 
2 1 37. 
wd Pa: 1423242382 


Pa: 25151531 
Pa: 3515153535353 


ere. Ue MEERE, eater A x 
PROSE. BRM BRL TX Gi) F 
是 ， 在 B, 中 ， 上 述 对 应 出 现 的 那些 元 的 权 ， 在 W.(B,) 中 都 
被 抵消 掉 ， 而 剩 下 的 是 对 应 中 不 能 出 现 的 那些 元 的 权 ， 我 们 把 
那些 剩 下 的 元 的 集 记 为 Cn. FR. WilBm) = WelCm), 这 里 ， 
Cm 是 Bm 中 仅 含有 环 的 元 ,对 于 Cn 的 所 有 元 ， 原 来 的 置换 必 
定 是 恒 等 置 换 ， 并 且 所 有 途径 是 下 列 形式 ( 带 适当 的 张 标号 ). 


Pai:l—1— 1— .—1 


Pin : nn n 


Af TE i — i N MMM e 
于 是 


oo 


H 
V^ WC) = ete . en = e^, 
> m . ° 
因此 
det(e^) = P s Wi) = 15 Was 


e" 4, 


我 们 便 导 出 了 Jacobi TI 

4. 在 上 述 前 证 明 中 ， 我 们 多 次 运用 了 A — 1 
在 证 明 有 关 多 重 线性 代数 的 恒等式 时 , 我 们 经 常 引 入 n 阶 有 向 
多 重 图 . 
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一 个 n 阶 有 向 多 重 图 D° 是 由 n 个 顶点 所 组 成 ， 它 的 每 条 
弧 都 具有 某 个 正 整数 ， 称 为 重 数 ， 从 而 这 些 弧 确定 了 一 个 重 集 
(multiset). 当然 ， 我 们 可 以 把 弧 的 重 数 看 成 是 它 的 权 ， 也 可 以 
把 一 条 统 的 重 数 设想 成 该 弧 在 D* 中 重复 出 现 的 次 数 . 例如 ， 
N (i, j) 的 重 数 是 3, MED 中 有 3 条 (i, J) M. D- 中 从 顶点 
i 到 顶点 了 的 一 条 Euler 道路 是 D* 中 从 i Hi -K NE, E 
包含 D' iid i we. 

下 面 ， 我 们 看 看 如 何 用 多 生 图 ， 把 一 些 代 数 恒等式 转化 为 
组 合 恒等式 ， 从 而 用 组 合 方法 解决 矩阵 代数 的 问题 ， 

下 列 多 项 式 称 为 次 标准 多 项 式 


Dn, a:: Yn] = SY Sign ) (1) Ur( ) "t “Yr(n)- 
X Y 是 对 (1,2,...n) 的 所 有 置换 = 求 和 ， 特别 地 [mn] y. 
li. ya] = vigo — yayı- (5.4.7) 


方程 N, vz. „ nl =0 称 为 标准 恒等式 ， 从 (5.4.7) 可 看 到 ， 标 
准 恒 等 式 是 交换 律 的 一 种 拓 广 . 

1950 年 ， Amitsur 和 Levitzki ([10]) 证 明了 下 列 定理 : 

B RERA AWT. 的 交换 环 ， RE nxn 矩阵 的 环 MR) 
满足 2n 次 标准 恒等式 . 即 若 A1, . Aon Æ REH nxn ANR, 
则 有 

Ai, A2, , A2 =0. (5.4.8) 

- 9$ M,(R) 是 R Bi, 而 标准 多 项 式 又 是 其 变 元 的 RW 

函数 , WAT (5.4.8) 对 R- N M. (R) 的 一 个 基 中 任 取 的 Ai, , Aon 
威 立 ， 则 它 对 所 有 Ar, Am MX. | 

4 Ey & (i, j) 位 置 的 元 为 1, 其 余 元 都 是 0 É n x n 矩阵 
(i, = 1 我们 只 要 证 明 : "OBERE A, , Az 都 取 自 集 
Ei i, J 1. n] Bh (548) 成 立即 可 . 
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HO DA, = Bay, (k= 1, · , 25), BS x 是 (1,28) 的 一 个 
EA, Wd | 

F jaa) = i. %, J ½ = ite), , Jr( an-) = irian MRAR 
4. 0 Am(a) A, = El. en S W NN F BE. (5.4.9) 
i 现在 构造 一 个 n 阶 有 向 多 重 图 D*, 它 的 顶点 集 是 {1,2,…， 
i n}, 弧 的 重 集 是 有 序 偶 (ix, Ju) up- E 3k (k 一 1,-++,2n). 了 "的 一 
条 Euler 道路 长 等 于 D* HMR 2n. | 

我 们 可 以 重新 表述 (5.4.9) 如 下 : 

E 5. (i), sO): It), janpi 是 D* 的 一 条 Euler i 
H., WRR A, (0) As Anas) 等 于 Eirian FNF 
PE. | | mE 

D" 的 每 条 Euler 道路 MNT N (ik,jk) (k = 1, . 20) 
的 一 个 排列 ， 从 而 对 应 于 {1,2,---,2n} 的 一 个 置换 ， 我 们 定义 
Euler 道路 + 的 符号 (Sign) 为 相应 的 置换 的 符号 . 于 是 有 

Ai, A2, „ Azu] 的 (i, j) 的 位 置 元 等 于 C., Sign (yy) 这 
里 的 和 号 表示 对 D dh X í #J ; 的 所 有 Euler 道路 yu RA 
(ij =1,+++,2n). | 

因此 ， Amitsur-Levitzki 定理 (5.4.8) 等 价 于 下 述 的 组 合 性 
H: W D" 是 有 个 顶点 和 (至少) 2n K NH HMH. N 


Lien (v) = 0. (5.4.10) 
于 是 ， 我 们 把 一 个 关于 有 单位 元 的 交换 环 R 上 矩阵 的 代 
数 恒 等 式 化 为 一 个 与 环 RR 无关 的 纯 组 合 的 恒等式 ， 
现在 ， 只 须 证 明 (5.4.10). 
显然 ， 我 们 可 以 设 D* 无 孤立 点 . ED D* 中 增加 一 个 点 站 ë, 
MBA (ii). C. 1), 所 得 的 图 记 为 D. T D # n + 1 NR 
点 和 2(n + 1) KM. 1 D' th JX i B| # ËJ Euler E BR we, H 
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WF (5.4.10) MAFIA Da, Sign p (yes). 而 (5.4.10) 的 左边 
| BUS L, Siga plyg) BH 


Y Sign (ev) = | Sien 50) 
Vata! Yij 
于 是 ， 我 们 归结 为 证 明 : Mim 时 ， (5.4.10) KN. X. 

d* (z) 和 d-(z) 分 别 表 示 顶 点 z 在 D 中 的 出 度 和 入 度 ， 
d(z) 和 f(z) 分 别 是 2 点 的 度 (degree) 和 流量 (fux), 其 中 d(z) = 
d* (z) + d- (z), f(z) = d*(z) d- (z). f 

我 们 不 妨 设 D* 含有 一 个 从 i 到 1 的 Euler 道路 (Euler 3E). 
这 时 ， 每 点 的 流量 为 0, 而 度 是 至 少 为 2 的 偶数 . 进一步 ， 我 们 
可 以 设 有 向 图 D* q H NX T. 

X n 用 归纳 法 . 

当 n=1 时 ， 结 论 显然 成 立 . 

设 结论 对 n 一 1 成立， 分 下 面 三 种 情形 : | 
= (0 8—T2 WA b Z M (a. ü) M (bo). Fa = e, 
”应 用 归纳 假设 于 D'O) A NIE. Badc, 不 失 一 般 性 ， 设 
ic. MidB MHM (e, ei) (e, cz) le, ct). 对 于 每 个 局 
1<k<t, AB DE PMS (e, er) 和 添加 (a, ex) 而 得 到 一 个 
新 的 图 D?( 如 图 5.4.1). 


5.4.1 


Fz, > Sign p+ ¶ Mi) Timi > Sign D; (ya) = 0. 
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Y 的 在 4 度 点 8 天 + 上 有 一 个 环 u 在 5 H. EH KA M (ab) 
M (b,c). 从 图 DAE 中 增加 一 条 弧 (a,c), 得 图 Ds. 于 是 


>. Sign p. (74) = 2 Sign p; (yu) = 0 


| G) 除了 情形 (i) (ii) Hs A 2n = = 2 D. dy (dy 是 顶点 上 
| ERES STI 的 顶点 有 至 少 是 4 the. 于 是 , 或 者 每 个 顶 
点 的 度 是 4 或 者 dG) = 2 有 一 个 顶点 的 度 是 6, 其 余 顶 点 度 是 4. 
容易 证 明 : 这 里 必 有 两 个 度 为 4 OHA ( 因 不 出 现 情形 

(ü), 不 妨 设 这 两 个 点 是 a ft b. 现在 ， 我 们 将 作 更 复杂 的 图 变 
换 : 从 图 D° 出 发 构 作 不 同 的 4 个 图 Dr, D3, Hz, Hz: (WE 5.4.2). 


. 
H, e . , 
ñ Qe e vs 
. “ : 13 b fx 


| Hi 5.4.2 
D' 中 从 到 的 每 一 个 Buler 道路 被 变换 为 D: 或 D; 之 中 的 
一 个 Euer 道路 ， 可 是 ， D3 包含 某 些 不 合 要 求 的 Euler 道路 
一 一 它 不 是 从 D° 的 Euler 道路 变 来 的 . 而 这 些 “ 伪 "Euler 道路 
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又 恰好 是 H; 或 政之 中 的 一 不 的 Euler 道路 ， 因 此 只 须 把 它 
Kia. Tk 


2 2 
Y Sign p- (Yu) = Sign p; (wi) — >> Sign g; (Ya). 
k=1 k=1. 


由 情形 (), 右边 第 一 个 求 和 为 0, 由 情形 (ü), 右边 第 二 个 求 和 
R o, FÆ E Sign p. (Yu) = 0. 
至此， 我 们 完成 了 (5.4.10) 式 的 证 明 ， 即 用 组 合 的 方法 证 

明了 Amiteur-Levitzki EH. 

最 后 ， 我 们 还 是 用 有 向 多 重 图 的 方法 ， 给 出 一 个 基本 的 迹 
恒等式 的 证 明 ([11)， 

考察 下 列 的 Frobenius 恒等式 : 

丸 是 具有 单位 元 的 交换 环 ，, 设 大 和 n BBR k>n>0, 
Aj, 4, Æ R EB nx n PE, BJ 


Y sien (x) II [II ^) =0  — (4n) 


€T, 


这 里 , 7 是 {1,: tt ,k] 的 一 个 置换 ， T 的 轮换 与 置换 有 向 图 D(x) 
的 图 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 记 7 的 轮换 为 wisma, 并 用 j en 
表示 了 出 现在 轮换 zi 中 . 在 (5.4.11) ch, MARR 11, 2. , u 
的 置换 z, 第 1 PRAM z 的 所 有 轮换 m, 第 2 个 乘积 是 
Hon, HRA RRMA p e w. AM, Hm = (3,7,5), M 
Ilses, Ar = AsArAs. 由 于 tr(XY) = tr(Y X), FH tr(AsA7As) = 
tr(Ar AsAs) = tr(AsAgA7). | 

(5.4.11) 式 的 左 端 是 变量 为 41,… ,As 的 一 个 已 ERER 
N. 于是， 只 须 证 明 (5411) 当 A, = Enp 时 成 立即 可 ， 这 里 
15 i Sn (t= 1, ., H. $ D* 是 前 面 讨论 Amitsur-Levitzki 
定理 时 定义 的 n HAN H. XI. D* Ak>n KAN. 
Ë K 1, , ) 的 一 个 置换 . m 是 的 一 个 轮换 ， 若 对 
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pen. is) (& z 中 的 循环 序 ) 是 D° 的 一 TERNA 
W c (Thren A) 等 于 1 否则 


tr n ^) -0 


; 于 是 , M r fe R mima... 都 对 应 于 D* 中 的 回路 且 这 些 
回路 构成 D* -N. g, II. te (Tes, 4p) = 1. 
1, ) 的 每 个 置换 z 都 对 应 于 D° NE AIC (inja) Gz 32), 
e) 的 一 个 置换 ， 但 并 不 都 对 应 于 如 上 所 说 的 分 划 ， 于 
È, Frobenius 人 恒等式 等 价 于 下 列 组 合 性 定理 : 

RD É n Ër k > KHAN H. ME D 分 成 
日 路 的 所 有 分 划 中 ， 对 应 于 II. E 的 偶 置 换 的 分 划 个 数 等 
F 对 应 奇 置换 的 分 划 个 数 . 

这 个 组 合 性 定理 的 证 明 不 难 ， 因 为 D° SK ATI 
k, KAPRE a 和 68 有 同一 起 点 (可 能 = = Gi, jy, H 
Y G, j) 的 重 数 必 须 至 少 是 2). 对 D" 的 所 有 回路 分 划 . 在 a 和 
1 属 同 一 回路 的 分 划 ， 与 a 和 6 不 属 同一 回路 的 分 划 之 间 存 
E 改 变 符号 的 一 一 对 应 ， 下 面 是 这 种 对 应 示意 图 


5.4.3 


用 组 合 模型 去 证 明 拭 阵 代数 中 的 恒等式 , 已 经 发 展 为 一 种 
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有 效 的 数学 方法 .例如 ， 仪 在 文 六 中 ， 作 者 已 列举 出 用 这 种 
Jr A HEB PE FIC 11 个 典型 实例 ， 


(85.5 ”布尔 矩阵 广义 逆 的 组 合 构 作 


E Ban 是 所 有 m x n 阶 布尔 矩阵 所 成 的 集合 ， 对 于 Ac 
Bun, 如 果 存 在 一 个 矩阵 B € Bam, 使 ABA = A, W BRA 
AH SIRERE (generalized inverse). 简称 为 4 AIT” RGR g- 
Et. id R= A. 

在 本 世纪 70 年 代 . 广 X EA H RN 已 经 被 得 到 { 见 
[12] [13]). 在 这 里 ， 我 们 提供 一 种 有 向 图 方法 判断 寻找 布尔 矩 
BE A F X. | 

令 A= (Gij)mxa € Ba. 我 们 用 一 个 二 部 有 向 图 B(Ra, S4) 
NN A. BOR, S.) 的 顶点 集 是 RmwuUSn, 其 中 Rm = ful, uz, , 
tm}, Sn = i, b, va), 对 u € Rin, v; € S4. A w Sj v; BM 
(us, v,) 当 且 仅 当 ay > 0. 显然 集合 Bmnn 和 所 有 B(R..,S,) 建立 
了 一 一 对 应 ， B(Rm, Sn) N ABHRA. ABA B(Ru, S.) 
对 应 的 矩阵 ， 记 为 A= M(B(Rm, S,,)). 

例 5.5.1 


41 


Romo C 
= = — C 


il 
or — = 


BiR, 53) 


图 5.5.1 
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| ATA, NARA = H BUI. bi) 中 ， 所 有 
MRA Vi, 而 终点 在 Ve. TE, BGR, S.) 与 B(S,, Rm) 是 
SRSA, m 1 H In N N N H, CAR 
EF m x n 阶 布尔 阵 和 n x m 阶 布尔 阵 ， 显 然 ， 若 4 6 Bu 
Wo A- 存在 的 话 ， 则 必 有 4~ e Bin. 它 的 有 向 二 部 图 是 
9080, Rm) 型 的 . | 

O 设 4 的 二 部 图 是 (Ru, 8), WH M(B(SS R,.)) 是 4 的 
X. 则 B(Sn, Rm) RA B(Ra, Sa) (或 A) 的 了 35 RT. 

# G = B(Rm; Sn) U B(Ss, Rm), G 称 为 B( Sn) N B(S,, 
ls) 的 复合 图 , 有 时 , .我 们 记 复 合 图 G 的 两 部 分 为 Bol(Rm,Sn) 
I Bo(S,, Rm). | 

例 5.5.2 X HH Gi = B(Ri, Ss) U B(Ss, R.) 


Ai = M(Ba, (Ra, $3)) = 


= —— 2 
= = oC 


1 
0 
1 
0 
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1000 
M(Bo(Ss, R.)) = Ë 0 0 | 

0 1 0 1 
可 以 检验 : M(B, (Ss, Ra) 是 A HHN, BH Ba, (Ss, R.) 是 
Ai 的 g- VA. f 

AE 30 — 4 ZR KE PR LAR E E ig. Ba, (Ra, Sa) BY 

g- 逆 图 也 不 是 上 唯一 的 ， 下 列 的 图 G, G3, G. 都 给 出 了 同一 个 
Bo, (Ra, Ss) 的 不 同 g- A. 


R, Sy Sy 


Ga G, 


H 5.5.3 


Al, Az € Ban, A1 = (af?) Ay = (af). BI A, < As 当 
BRM al) S ah - j MSS, 1 SS Rs. 着 
Bi, Ba 分 别 是 A1, A2 所 对 应 的 有 向 二 部 图 ， 显 然 ， 如 < AS 
ARS B, 是 B 的 支撑 子 图 | 

在 上 上 述 的 例 中 , 我 们 看 到 Bo, (Ss, RA) EIER A, 的 g- W, 
# A1 IS 4r , Ë EDD, CARRS, 而 Ba, (Ss F4) 都 是 
Be, (Ss, Ra) HARFE, i= 2,3,4. | 

在 4 的 所 有 g- 道 图 中 ， 食 弧 数 最 多 【最 小 ) 的 一 个 ， 称 为 
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”4 的 最 大 (最 小 ) g- 逆 图 ， 记 为 5(8,, Rm) (B* (S4, R)). 它 对 应 
. 的 矩阵 ， 称 为 4 的 最 大 (最 小 ) g- olt BE, 记 为 max A (min A7). 
| 显然 max A- > min A 
”我 们 已 经 知道 (14 [15]): maxa- 是 唯一 的 (如果 它 存在 

的 话 )， 而 mind- 不 一 定 瞧 一， 在 例 5.5.2 中 ， Ba, (Ra, Ss), 
i= 2 3,4 都 是 Ay 的 最 小 9 MH. 

我 们 证 明 下 列 有 用 的 | 

X 5.5.1 (AM (16) HAC Ban, A 的 有 向 二 部 图 
是 B(Ru, Sa), M B(S,, Rm) 是 4 的 g- 道 当 有 此 仅 当 在 复合 图 
G = B(Rm, Sa) U B(S,, Rm) 中 存在 一 个 弧 (ucu), w € Rms 
v; € Sn 和 长 为 3 的 途径 / (ut, vj) 的 一 一 对 应 ( 即 在 图 G 中 ， 
PE ut adi vj, u, € Rm, v; € S, 当 且 仅 当 存在 一 条 由 w Bo; 的 
长 为 3 MN). 

证 d M(B(S,, R)) = M = (g). 


A = (aij). 
(1) K B(Sa, Rm) 是 4 的 一 个 9 X (M), Rl 
AMA = A, 


Dara; = aij. (5.5.1) 
. p4 


MRED (ui, 9j), w S Rms vj Sn, Wi aij = 1. H 6 5. 1) 式 ， 
至 少 存在 一 对 (p,g), 使 


Cipgpg4oy = n 


ag = fp = gf = 1. 
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TX. FEM (ut, vy), (Vp, te), (wa, vz), th, Ug € Rm, Up, tj € S5. 
亦 即 从 到 v, 有 一 条 长 为 3 的 途径 W (u, u). 
| BEM (uo), MI ac = 0. 由 (5.5.1) K 


Bip pats = 0, 对 所 有 2,4. 


FA. ale ee, au 中 至 少 有 一 个 为 零 ， 便 知 不 存在 从 ui Bl o; 
的 长 为 3 R. 

(2) 如 果 在 图 G PHM (u,, v,) 和 长 为 3 Bee (ur, vj) 
之 间 的 一 个 一 一 对 应 ， 则 容易 看 到 


— = fij, 

, 
即 

AM A = A. 

于 是 B(S,, Ra) 是 4 的 一 个 g H. 证 毕 ， 
”由 定理 5.5.1, 我 们 知道 求 4 的 9- 逆 的 一 个 图 论 方法 : 由 4 
的 有 向 二 部 图 B(Ru, Sr) RH NN BA BSa, Ru), 使 
它 满足 下 列 条 件 : 在 复合 图 G = B(Rm, Sn) UB(S,, Rm) 中 ， 


u. adh v, ui € Ron, w € S, 当 且 仅 当 存在 长 为 3 NEW (in vj) 
(5.5.2) 
现在 ， 我 们 提供 一 个 判断 o N K R En 
ik. 
ü& G = B(Rm, Sn) U B(S., Rm). SHE A u € V(G), u 的 出 
度 和 入 度 分 别 记 作 d* (u) RI d- Qu). | | 
对 G 的 任 一 对 顶点 (ws), u € Rm v e Sn, SEM (u,v) 
就 必 存 在 从 4 到 o 的 长 为 3 的 途径 ， 则 称 点 对 {u,v} K (1-3) 
性 质 ， 反 之 ， 如 果 存 在 从 u 到 o 的 长 为 EN EU 
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(u,v), 则 称 点 对 (u. v) 有 (3-1) HH. EM, A u Ble 没有 
M. RBH (u, v] 具有 (1-3) EM, Tu Be 没有 长 为 3 的 . 
途径 ， 也 称 {u,v} A (3-1) EE N. 

APTA u € Rm, 如 果 Ve € Sn 点 对 {u,v} 有 (1-3) 人 性质 
(BR (3-1) 性 质 ), W| u 称 为 满足 (1-3) 性 质 (N (3-1) 性 质 ) 的 一 个 
N. MANN G 中 ， RISE US (1-3) ER ((3-1) 性 质 ), N 
G 称 为 有 (1-3) 性 质 ((3-1) 性 质 ). 因此 ， 定 理 5.5.1 可 以 有 下 而 
的 另 一 种 等 价 令 述 形 式 ， 

定理 5.5.11 ËG= B(Rm; Sn) U B(S., Rm), B(Rm, Sn) 是 
m x n BER 4 的 二 部 图 ， 则 B(5,, Rma) 是 4 的 g- SERIA 
仅 当 G 具有 (1-3) 性 质 和 (3-1) 性 质 . | . 

在 构造 g- 道 图 之 前 ， 我 们 先 证 明 下 列 

定理 5.52 3#B(S,,R,) 是 B(R,.,S.) 的 g- NH, WHE 
El G = B(R,.,S.)U (8, Rm) th, Vue Rm, ve Sn, 成 者 有 向 
EN d(u,v) = 1, 或 者 d(u, v) = co (Bl u adj v). 

WE M d(u,v) Z oo, N diuo) DETK. N du, v) = 3, 
则 由 定理 5.5.1, K dlu, v) = k > 3, 是 奇数 ， 则 在 路 Plu v) 
+, DREMA u v. u E Rm, v € Sn; 使 得 d(u s) = 8. 由 
定理 5.5.1, d(u,v’) = 1. 于 是 d(u,v)«k. HI TER. 
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依据 引 理 5.5.2, 当 我 们 从 B(Ru, Sn) 画 出 它 的 9 逆 图 时 ， 
MFM (ut, vi) MM. (ua, vz), 11, ua € Rm, ur, bz € Sn, 如 果 
ui adj vg, 则 必 有 vr adj us. 在 这 种 情形 ， 点 对 (ui, ua) 称 为 禁用 
点 对 ， 或 者 说 w 是 的 禁用 点 . 

引 理 5.5.3 Æ G = B(R«,$,) U B(S,, Re) ch, 如果 
d*(u) = O BE d- (o) = d, u € Nu, ç € Sn, MAM (uv) 具有 
(1-3) 性 质 和 (3-1) 性 质 . 

证 AMARA uadjv, 也 不 存在 从 点 到 点 v 的 发 为 3 
的 途径 ， 故 {u,v}, u € Rm, € S, 具有 (1-3) 和 (3-1) 性质 

引 理 5.5.4 在 图 G = B(R,.,S,.)UB(S,,R,.) ch, vu € Ra, 
v € Sn, FAN {u,v} 至 少 有 一 个 点 落 在 一 个 长 2 的 有 向 图 上 ， 
W u M (1-3) FEM. 

W ”如果 wadjw, BR {u,v} 具有 (1-3) KA. 

如 果 uadjv, RW RT 2 Meas E, ui € Ra (可 
能 w= u), 上 则 从 如 到 v 必 有 一 条 长 为 3 的 途径 ， 故 (u, v) 有 
(1-3) KER. 

故 {u,v} MA (1-3) 性 质 . 证 举 . 


5.5.5 


如 果 一 条 弧 (u,v), uE Rm, v € S4, -WANENE 
为 2 RN E, MA (u,v) % NM (single arc). | 
| 下 面 ， 我 们 将 提供 一 个 判断 4 是 否 有 g- E DE o- xm 
图 论 方法 ((16)). 


4 


RUF: (5.5.3) 

(1) 作出 4 的 二 部 图 B(Rm, Sp). | 

2) A S, REI A v PR BAED, ATHEN Ble. 
Ro). 连 法 如 下 : 

当 且 仅 当 点 we E. TUR v 的 禁用 点 , EN (ou). FR, R 
们 得 到 一 个 张 的 方向 从 Sa 到 Rn 的 有 向 图 ， 记 为 Bo(S,, Rm). 

(3) 判断 Bols, Rm) 是 否 BR, Sn) 的 g- em. 
(o Ge G, S.) U Bo( Ss, Rm). MEG PREAM, MA 
每 个 单 弧 均 有 (1-8) 性 质 ， 则 Bo(5。, Rm) 是 Bi Sa) 的 一 个 
g 六 图 ， 并且 M(B) 是 4 的 最 大 g- jË. . | 

否则 Bo (S5, Rm) 不 是 B(Rm, Sn) 的 9 MH. 3E E B(Rm, S.) 

不 存在 9 道 图 ， 即 A X. 

在 证 明 我 们 的 上 述 算法 之 前 ， 先 给 出 某 些 算 例 . 

例 5.5.3 


1011 
1011 
A=|0 o O 1 
1111 
0100 
Él 5.5.6 
TR 11100 
M(B) = 00001 
1 1 1 0 0 
00100 


GERM, K M(Bo) 是 A AX g . 
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c O = m 


fü 一 X K R NM S N 
HM — X SAR NA 


> oc — e 


5.5.7 


G 中 有 一 条 单 弧 (2,3), 它 有 (1-3) HEM, M M( Bo) 是 4 的 
最 大 了 K. | 


pi 5.5.5 Ry S3 
010 L ! 
A=|1 0 1|. 
2 2 
11 0 
000 
M(Bo)=|1 0 0 ° i 
010 图 5.5.8 


G MM (3.1), EM (1-3) H. 4 没有 g- š. 
现在 ， 我 们 证 明 上 述 算法 的 正确 性 . 
313 5.55 G= B(Rm, Sn) U Bo(Sn, Rm) 有 (3-1) KN. 
证 Vuc Rm, uE S. 
如 果 从 到 v 有 一 条 长 为 3 的 途径 ， 则 仅 能 出 现下 列 5 种 
情形 ( 同 构 意 义 下 ), N. H 5.5.9. | 
”显然 , 情形 1-4, 点 对 (uso) 都 有 (3-1) 性 质 , 而 情形 5, N v 


，476 ， 


Av ORAM, WE Bolsa Rn) 中 ， X (v, 10 不 可 能 出 现 . 
FR, GBH (3-1) Hm. TK. | 


SSN 
EZ A 


情形 5 
图 55.9 


- 引 理 5.5.6 K B'(S,, Ra) 是 B(Rm, Sn) 的 一 个 人 xm, 
EL (Su, Rn) 必 是 Bo(Sn; Rm) FH. 
-证 设 


G= B(Rm Sn) U Bo(Sn, Ru) 
G! = (Ru, Sa) U B'(S,, Rm). 


Vu € Rm, v € Sn, MRE G PRAM (v, v), WE G' 中 也 
Ë A Fest, (v, v). GAL 5198 55.5 中 的 情形 5 将 出 现 . BD C 
无 (3-1) 性 质 、 这 与 G' 是 B(Ru, Sa) 的 g- WAPE! HE. 
5.5.7 M(B'(S,,R,.)) < M(B(S., Rm))- 
这 便 表 明 : 如 果 OA BE g- * A7, M M(Bo) = max A- 
”现在 ， 证 明 我 们 的 主要 定理 . 
EH b. B5.s H Ac Bmn. 4 的 二 都 图 是 B, S.) 由 步 
N (5.5.3) 作 得 的 有 向 二 部 图 是 Bo(S5, Rm). AB 道 当 且 仅 当 
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在 图 G = B(Rm, Sa) U Bo( S, Rm) h, AFP RE RON RA AP TEE 
PHM, (u,v), 
u € Ru, v € Sa, 点 对 {u,v} 具有 (1-3) KER. — (55.4) 

证 1 要 证 明 Bo( Sn, Rin) EAM g- MH. HH 5.8.1 
和 引 理 5.5.5, 我 们 只 须要 证 明 : Bo(S,, Rm) 具有 (1-3) ER. 

EG, SAAEM (5.5.4), Wig 3 S8 5.5.4, G 有 (1-3) 性 
Ki. 因此 Bol Su, Rm) 是 A- . AH. A g- N. 

2. 如 果 在 G rh, AM (u,v), u € Rm, v € Sh, 但 不 存在 从 
到 "的 长 为 3 ANE W (u, v), 由 引 理 5.5.4, M (u, v) 必 是 一 条 单 
W. 于 是 , 可 以 断言 : 必 不 存在 A 的 g- M. 否则 , K FS., Re) 
是 4 的 一 个 g- 逆 图 . AG’ = B(R, S, n) U 再 (Sn Ren), 则 由 引 
理 5.5.6, B'(S,, Ém) 是 Bo(55, Rm) 的 一 个 子 图 显然， 在 G 中 
AGRA 3 BB (uv) 可 导出 在 @ 中 仍 无 长 为 3 的 (u, v). 也 
就 是 ，G' 没有 (13) 性 质 ， 这 与 (S., Ren) 是 4 的 了 SERIE 
F. 即 A 不 存在 9- W. TEM. 

由 引 理 5.5.6, 5.5.7 和 定理 5.5.8, 上 述 判 断 4 的 g- NN 
4 的 最 大 g- 逆 的 图 论 方法 是 正确 的 . 

RE, 我 们 考虑 4 的 最 小 M, 下 询 两 个 结论 是 显然 的 . 

(1) A 的 最 小 g- 道 不 一 定 是 唯一 的 (AB 5.5.2). 

(2) 设 A € Bun, B € Bam, T min A- < B < max At, li B 
也 是 A 的 一 个 9 K. 

设 Bo(S R) & A HN - NH. N HIT EIN Bo( Sn, Rm) 
删 去 某 些 弧 的 方法 ， 得 到 4 的 最 小 9 NH BS, Ra). EN 
AH, DECUIT RES HJ: | 

- (1) G= Bu, Sa) U B'(S,, Rm) 保持 (1-3) KEH. 

(2) B*(S,, Rm) & 4 的 所 有 o 逆 中 强 数 最 小 的 一 个 . 
由 引 理 5.5.3, 5.5.4, 可 得 下 面 两 个 结论 . (5.5.5) 
结论 1 E Bo(5。, Rm) PRME—A (v, u), v E Sn, u € 
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R., HE. G = B(R.,,,S.)UB(S,, Rm) tP d*(u) = 0 BR d- (v) = 0, 
WN. (v, a) TUME. | 

ib 2 Æ BS, Ro) h, M. Hf HE NN, EAG 
Fanz. _ 

在 例 5.5.2 中 O, Os, G, 是 最 小 9 EE, Z41882 RN. 


EA. X EAN MAH RN. 全 如 ， 例 5.5.3 中 的 最 
小 了 道 图 如 下 (图 5.5.10). | 


M (B° (S4, Re)) = 


> — o eo 
=. o ec 
eo 22 


o 2 — 2 
S 8 — o 


5.5.10 


. KATAR (LDD. N K A, 0,9 (4,0 38 
有 (1 — 2) 性 质 . | 


图 5.5.11 
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我 们 定义 如 图 5.5.11 的 一 个 图 为 Koo, E HHH AH i 
为 E(Ka,3). 

我 们 有 

定理 5.59 KR B(Rm,S,) 是 A 的 二 部 图 ，B*(S。, Rm) 是 
B(Rm, Sn) 的 最 小 AH. G* = B(Rm, Sn) Ú B'(Sí, Rm). 如 
RUM (u, v) 是 G* - KN, WERT Kaa, E (u, v) € 
E(Ka. 2). 

ü NB (8., Rm) Æ g- MHH, XA (u, v) 有 (1-3) KM. 

但 (u, v) 3& — KHM, OEE KK Y 3 的 路 (u, vi) (vi, 
uiui 其 中 uu E Rm, vU € Sn. 


5.5.12 图 5.5.13 


SEM (i- vi), WE (u,v) € E(M). 

SABER (u,v), A (u, vi) H (1-3) 性 质 , 则 有 iu voz 
uz) (uz, 01) (MH 5.5.12), uz Z u N (vi, u) (ua, vi) (. H. 5.5.13). 

无 论 上 述 的 那 一 种 情形 ， 由 Jus, v) 的 (3-1) 性 质 ， 都 应 存 
EN (uz, v). X H, BLM (u, v) € E(Ka4). K. i 

因此 , 由 最 大 g- NH Bo (Su, Rm) 构 作 最 小 g- 道 图 B (S, Rm), 
可 以 按 下 列 方法 短 去 由 5。 到 Rm NN (参见 [55]). 

i G = B(Rm, Sn) U Bo(Sn; Rm). 

1. X GA Koa, 则 把 Bo(5n, Rm) 的 尽 可 能 多 的 驱 删 去 ， 
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使 B* (5, Rm) RES FUE PM OER. | 

2. H G 含有 Kos, 在 完成 上 述 (5.5.5) HN, ER 
的 (1-3) 性 质 的 前 所 下 ， 某 些 弧 仍 可 删 去 (例如 ， 每 个 Kz 至 
多 保留 一 个 2- B. | 


pi 5.5.6 | 
101 
~ 1 | 
1 0 1 
Ry S5 
1 1 
2 2 > > 
i 3 S KAAN 


l G N Ks.. K&N TENE 
C BEAR; S U By (Sa. Ry) f . : 


图 5.5.14 
于 是 
max 4 -[ 1.0] =A, 
1 0 1 
| 1 0 ON 
min A [0 1 04. 
000 
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$5.6 oD 矩阵 的 最 大 行列 式 


18903 年 ， Hadamard (II) 证 明了 下 列 著名 结果 : 对 nxn 
实数 方 阵 4 = (ay) 有 


| det ap < Il LA 
j=l iz} 
这 一 不 等 式 称 为 Hadamard FER. 
我 们 考察 一 个 元 素 是 +1 或 —1 Hn 阶 方 阵 H = (hi), 
hi; = AI (ij = 1,2,---,n) ( (1, —1) AHF). 运用 Hadamard 
FAR, HA N I 


n n i 
det H| < f(s) nk, (5.6.1) 


i-i \j=I 


其 中 等 式 当 且 仅 当 


HH? = nl, (5.6.2) 


我 们 把 满足 (5.6.2) 88 n Br (1,—1) 方 阵 称 为 Hadamard 35 
阵 . 在 $45 中, 我 们 已 提 过 Hadamard 矩阵 与 区 组 设计 的 联系 . 
Aen-1v-4n-1, kc 2n 1 (B [18] 或 (19]). 
由 (562) K. BN H = (hy) ME 
a Ei - ^ 
Vaaa =Í" * (5.6.3) 
k=0 


0 itj. 
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T 可 知 (6.6.2) 式 和 
I HTH — nl, 


Str X34 n» 2 时 ， 注 意 到 


n n 


Y (hay + hag) (ing + hy) hij = n, (6.6.4) 
j=l ici f , 
ifi 
hij + ha; = £2,0, 


hi; + hs; = +2, 0. 


H (5.6.4) 左边 和 式 中 的 每 一 项 都 是 4 的 倍数 . 于 是 ， 可知: 27 

存在 nxn Hadamard (RF, Hi n = 1,2 K n = 0 (mod4). A 

MARR- tris ij SL, 但 这 个 猜想 迄今 尚未 获得 证 

H. 但 已 得 知 很 多 构造 Hadamard 矩阵 的 方法 CIL [20]). 
我 们 考虑 (1, 一 1) 矩阵 行列 式 的 最 大 值 ， 令 


an = max{det B : B Æ n x n H (1, —1) HHN], 


因 调 次 矩阵 中 两 行 的 位 置 后 ， FARES, PTS 
阵 的 行列 式 的 绝对 值 的 最 大 值 ， 由 (5.6.1), 我 们 有 


an Sn], | (5.6.5) 


其 中 等 式 当 且 仅 当 存在 Hadamard 矩阵 时 成 立 . FR., An 
是 4 的 整数 倍 时 ， (5.6.5) 的 严格 不 等 式 成 立 ， 这 时 ， a, 的 上 
界 已 被 得 到 (21]). 

今 


B, = max(det A: A KE n x n (0,1) ART), 


Bry 也 是 此 类 矩阵 的 行列 式 的 绝对 值 的 最 大 值 . Williamson 22) 
发 现 了 an 5 B. 的 联系 ， 他 证 明了 : 数列 {on n = 12.) 与 
(6 :n= 1,2,…} 的 每 一 个 可 以 确定 另 一 个 ， 其 论证 如 下 : 

设 电 是 nxn(-1,1) SEE, BMRB SARE -1 后 
可 得 这 样 的 矩阵 C : C 的 第 一 行 上 全 是 1, 第 1 列 上 除 第 一 个 
元 外 都 是 —1, 当然 |det C| = |det B|. 把 C 的 第 一 行 分 别 加 到 
C 的 其 余 各 行 后 ， 再 取 行 列 式 ， 则 有 


det C = det D, 


K- D K (n 1) x(n 1) ifi (0,2) 矩阵 4 D = 28, E K (0,1) 
EE. Wi 
| det B| 2 -. det Ej. | (5.6.6) 


反之 ， 从 一 个 (n-1)x(n—-1) 的 (0,1) 矩阵 出 发 ， 把 上 述 推导 
反 向 进行 ; . 即 可 得 满足 (5.6.6) 的 nxn (1,71) SERE B. 由 此 可 
" T | 

an = 2-11 (n > 2). 
因此 ， 确 定 nx n (11) 矩阵 的 最 大 行列 式 问题 等 价 于 确定 
(n — 1) x (n — 1) (0,1) 和 矩阵 的 最 大 行列 式 ， 

”研究 n x n (0,1) 矩阵 的 最 大 行列 式 问题 的 一 种 途径 是 斌 
图 研究 某 一 类 有 组 合意 义 的 (0,1) 矩阵 的 最 大 行列 式 。 1956 
F, Ryser ([23]) 得 到 了 每 行 ， 每 列 谷 有关 T 1 的 vx (0,1) 25 
阵 的 行列 式 的 一 个 上 界 ， 并 证 明 此 上 界 当 且 仅 当 存在 某 种 对 称 
2- 设计 S,(2, k, v) 时 可 达到 . 

我 们 考察 2 设计 Salh, kv). 由 定义 知 ， 对 称 设计 有 8 一 
BUE k= r ( 见 34.5 关于 2. 设计 内 容 ), 便 得 


AHA 


AAT = AT A = (k MI, + Ade, 
其 中 4 是 S,(2,k,u) 的 关联 矩阵 ， 立 即 得 
| det Al: = &(k -Xde-0, — (5.6.7) 
下 面 , 我 们 将 要 证 明 ， (5.6.7) 是 每 行 ， 每 列 恰 有 个 1 的 
vx v (0,1) 矩阵 行列 式 的 一 个 上 界 ， 
定理 5.6.1 (Ryser [23]) WQ R&— N (0,1) H, K 


At T 1. XĩK EKA. BHA-k(k-1)(v—1) MH 
t < kv, 0 < À < k — Rr > kv, 0 < k — A < À, W 


|detQ| < RE 一 为 


iE NEA (01) EBE. Eley) HA NR E HH 
每 个 1 Pho POLT 0, 所 得 到 的 矩阵 , 这 里 z,y 表示 未 
定 元 . 用 这 一 记号 , 记 Qi = Q(-(5-2)/A,1). RS p= GA /A. 
并 定义 (e +1) BYE Q WT: 


„ 2 | | 
| J= (2 a) | (5.6.8) 
此 外 2 = (JB, . /P)- 由 Hadamard 不 等 式 


[det Q| < Vp? + wi] / p+ Si, (5.6.9) 


i=1 


这 里 ， S, BIR M HR i 行 元 素 的 平方 和 ， 又 


E- AT AN Ok? 
— „( ) 
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同时 ， Si+- b t) 7 1) +07. 
由 定理 条 件 


t<ku Hp’ > 1 
t 2 ke Hp < 1, 


因此 8 十 … 十 gu < kulp? 1) +09, RHE, BAME S., 使 得 
| 8, 2 5, 
4 | | 
51 4. + Š, = o(kp2 + u — k). (5.6.10) 
H (5.6.10) 
D S0 = olp Lo kd p) 2 
m = v[kp? + (Av AK + " / 


- vkp(p 41) 
= vk ~ MDA. (5.6.11) 


HERA v 个 正 数 的 几何 平均 不 大 于 它 的 算术 平均 ， 便 有 
Tors 0 Yom) . (5.6.12) 


tz] 11 


结合 (5.6.11) 


i=1 


Ile + E) < (k „A2. | (5643) 
因此 ， 由 . (5.6.9) | 


[det < 3 -ATI yor 


íz1 
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65 au a (8614) 


为 了 估计 detQ 的 值 ， 2.08 FN 1/ p ,加 到 其 余 各 行 上 ,由 
(5. 6. 14) ,得 


det Q| = p| det Q(—K/2,0)| < (kVE - 3/2) ". (56.15) 


但 | 
| det Q(—k/A,0)| = (/A)"| det Q|. 
aid I | 41 
plet Q] < S (VETA), 
El det Ol < k (VEZA). GEM. 

党 用 定理 5.6.1 的 记号 ， 我 们 有 

定理 5.6.2 (Ryser (23) 若 |det@|= k(k - A-D, gjj Q 

证 ”如 果 定 理 5.6.1 的 等 式 成 立 ， 则 

k =I 
pse (vo) -() 


由 (5.6.15) | 
[det | = (YH apa) (5.6.16) 


(5.6.14) B) K BE A X (5.6.12) 和 6. 6.13) 的 等 式 . E, € (56. 12) 
的 等 式 成 立 ， 必 须 


p S, = (k — TS 
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则 由 (5.6.14) 的 等 式 ， 得 到 


=T k(k-2) 


I. (5.6.17) 
此 处 ，I 是 阶 为 (o -+ 1) 的 单位 矩阵 .于 是 
QiQT = S- AM — PJ. (5.6.18) 


此 处 Q: = Q(-p,1), E J EE 1 vx e 矩阵. Se Q 的 第 
> 行 的 1 的 个 数 ， 则 


2 ! 
ple (oe) 12 E 2 
-De = NG A) Yu, 


因此 ， 可 知 e=k， 
又 令 FOMA HAHA H (rio) BAS. WI 
fs? —2(k = f)p+ v — 2k + f = -p 
因而 
f(p^ + 2p +1) = 2kp — p+ 2k — v 


H FI = k]. Wü f = A. FR, RQ 是 对 称 2 设计 
85G. K. ) Mk. IEE. 
至 此 ， 我 们 可 得 
， 定理 5.6.3 (Ryser) t - v Hr (0,1) HR, Cat 
TI, XI tv, A  k(k - 1)/(v I), 0 < À < k < v, M 


[det O < k(k — 4)3 7D, 
等 式 成 立 当 且 仅 当 Q 是 对 称 2- 设计 S3 (2, E, o) 的 关联 矩阵. 
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如 果 我 们 把 8 看 成 一 个 2- 设计 的 关联 阵 ， 由 (4.5.6) 式 ， 
容易 知道 ， ONT, BABA k 41. 

CS, 对 于 具有 一 定 行 和 , 列 和 向 最 的 (0,1) ER NN 
AX (行列 式 的 最 大 绝对 值 ) 问题 尚未 解决 ， 而 且 所 知 极 少 . 
1986 ££, Brualdi 和 Solheid ([24)) 研究 了 0 元 分 布 呈 无 圈 型 的 
n x n(0,1) 矩阵 类 ， 确 定 了 这 类 矩阵 的 最 大 行列 式 ， 并 给 出 了 
取得 最 大 行列 式 的 矩阵 的 特征 刻 划 ，. 

如 果 说 ， Ryser 的 上 述 推导 侧重 于 代数 方法 的 话 ， 那 么 
Brualdi 和 Solheid 的 工作 ， 则 采用 了 组 合 技巧 . 

我 们 知道 (85.1), 一 个 nx n (0,1) 矩阵 A = (a4) 可 以 对 应 
于 一 个 二 部 图 , 它 的 两 部 分 顶点 分 别 是 (im) ( 行 顶点 ) 和 
Ii, WATA). 我 们 考虑 两 类 二 部 图 ， 一 类 是 G,(A); 2. 
Al y; 有 边 相 连 当 且 仅 当 @4 = 1. 另 一 类 是 Go(A) : z¿ My; 有 
边 相 连 当 且 仅 当 aj = 0. 即 Go(4) = Gi ~ A). 

K 51.7 中 ， 我 们 曾 引入 过 补 无 轿 图 的 概念 ， 

若 G1(4) 没有 图 ( 树 或 森林 ),4 称 为 无 图 的 . 如 果 Go(4) N 
AH. ARAMA. Ej; Ep [OE E J, — A 
是 无 图 的 . , 

我 们 知道 ， 一 个 图 的 完美 匹配 (perfect matching) 是 接触 了 
这 个 图 的 所 有 顶点 的 点 不 交 这 的 集合 ， BR, Ga(4) 的 一 个 完 
美 匹配 对 应 于 4 的 n N 1 元素 的 集合 ， 它 们 无 两 个 1 在 同一 
行 ， 无 两 个 1 在 同一 列 . 因为 一 个 森林 有 至 多 一 个 完美 号 配 ， 
故 一 个 无 圈 的 (0,1) 矩阵 的 行列 式 的 值 是 0,1 或 —1. 

然而 , 补 无 图 (0,1) 矩阵 的 行列 式 可 以 有 较 大 的 值 . WE nx n 
Ar (0,1) NN HN N NN HX HA fa 对 于 一 个 
n x n XB (0,1) 矩阵 A, K B 是 调换 4 的 两 行 所 得 到 的 年 
Bk, WU B 也 是 补 无 团 的 ， 且 det B = det A. At, XE, 
fa 是 补 无 加 (0.1) 矩阵 的 行列 式 的 最 大 值 . 
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dXi—TnaXnC,1)58BEAIS SEXE B 22 bE, N 
3 , ERÈ, „. en. A 
得 

51 5.6.4 KAAN TH (0,1) 矩阵 ， 则 4 置换 
相抵 于 一 个 补 三 角 型 矩阵 . 

证 N- ARK NH, J. A 置换 相抵 于 一 个 三 
角 型 矩阵 ， 于 是 4 置换 相抵 于 一 个 补 三 角 型 矩阵 ， 证 毕 . 

在 第 二 章 中 ， 我 们 已 经 了 解 (0,1) 矩阵 4 的 项 秩 的 概念 ， 
记 (A) 是 A 的 项 秩 ， 我 们 又 定义 A 的 补 项 秩 (complementary 
term rank) po(A) = p(J, — A). 于 是 po(4) 是 A 中 两 两 不 在 同一 
行 和 同一 列 的 0 前 最 大 个 数 . 由 Konig 定理 ( 见 82.2), (A) 也 
IN AT EL Hf A 中 所 有 0 的 最 小 线 (F NY M. 下面 是 一 个 定 
量 的 结果 . 

引 理 5.6.5 HA 是 一 个 nxn 非 奇异 (01) 矩阵 ， 则 
po(A)>n—1, 

证 ”考察 能 覆盖 4 中 所 有 0 的 一 个 。 行 和 / 列 的 集合 . 
FR Rik. 


这 里 ， J 是 一 个 全 ! 阵 ， 因 为 ARERR, GLA 的 最 
后 (H) n— f 列 是 线性 无 关 的 ， 但 被 后 面 ”-- f 列 确 定 的 4 的 
子 矩 阵 包含 至 多 e+1 个 线性 无 关 行 . 因此 ， etl>n-f, th 
就 是 e+ 了 > 多 一 1. H König X E, po(A) > n — 1. TEE. 
-对 于 图 的 特征 ， 我 们 有 
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318 5.6.6 K A AT nxn 4 r & (0,1) 矩阵 , 则 Go(A) 
的 每 个 顶点 与 至 多 一 个 悬挂 点 ( 度 为 1 的 点 ) 3846. 

证 ”假设 有 两 个 悬挂 点 与 同一 个 顶点 相 邻 ， 则 4 将 有 两 
个 相同 行 或 相同 列 ， 这 与 4 的 非 奇异 性 矛盾 ， 证 毕 ， 

由 引 理 5.6.5, 确定 f. 可 以 分 两 种 情形 考虑 : po(4) = -1 
和 po( A) = n. 

让 我 们 考察 00A) 1 1 某 些 特殊 情形 的 组 合 证 明 ， 

5138 5.6.7 设 A 是 一 个 nxn 补 无 圈 (0,1) 矩阵 ， 且 有 一 
行 和 一 列 全 +. 如 果 po(4) = n — 1, W| det A = 41. f 

证 “不 失 一 般 性 , 设 4 的 第 1 行 , 第 1 MK l. K A(1;1) 
AH A HE 1 Ff. 第 1 列 后 所 得 的 矩阵 . 因 A(1;1) Ts. | 
的 ， 由 引 理 5.6.4, A(1;1) 置换 相抵 于 一 个 补 三 角 型 矩阵 T N 
60 (A(1: 1) = mn 一 1, 了 的 主 对 角 线 仅 有 0. 因此 ， 4 置换 相抵 于 
如 下 形式 的 矩阵 


(5.6.19) 


它 在 主 对 角 线 的 上 方 的 元 素 均 是 1. K (6.6.19) HH n TR 
开 ， 便 得 到 一 个 三 角 型 矩阵 ， 它 的 行列 式 值 是 (71). 于 是 
det A = +1. IE. | | 

事实 上 , 4 COA) 有 一 个 孤立 行 顶 点 和 一 个 孤立 列 顶 点 的 
时 候 ， 引 理 5.6.7 已 经 给 予 det A 的 一 个 估 值 . 现在 ， 我 们 考虑 
涯 怡 有 一 个 孤立 行 顶 点 但 无 孤立 列 顶 点 时 ， det4 H H ( 当 
有 两 个 孤立 行 顶 点 时 ， det A= 0). K 21 是 Go(4) 的 一 个 弧 
立行 点 使 4 的 第 一 行 全 1. XM A 是 Go(4) BIER. M 
从 第 i 行 减 去 第 1A, H det A = 4 det A. 这 里 A 是 一 个 
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(n—1)x (n—1) 补 无 图 (0,1) HE, H Go(A') 有 一 个 孤立 行 点 但 
EMLA Bik, RTA WW Go(A) TAHETA. JA Go(A) 
中 删 去 行 预 点 zt, 可 得 到 一 个 带 2» — 1 个 顶点 的 讯 圈 图 H, E 
至 少 有 2(n 一 1) K (E zo,… u 的 每 一 点 在 Go(A) 中 至 少 是 
2 N). 在 一 个 无 圈 图 中 ， 顶 点 数 v HM e 满足 v > e +1, 
Mapa Man 因此 ， 删 去 孤立 行 点 zi 后 ， 
* 在 Go(4) 中 恰 有 2 HE, Go(A) 是 一 梨 树 . 

引 理 5.6.8 KRAN nn MK (0,1) GR, AB 

ZEN lA) =n- RAB 


0 (5.6.20) 


JF H. Go(A) TEHTA. Æ Go(4) rh, BALA n 和 列 点 y, 
之 间 的 距离 是 24, (i = 1 n), N 


det A — (— vc 174. 


证 ”从 上 述 讨论 知 ， Gold) MET Mf zi 后 ， 是 一 
Re. AU, XE im 1. . n, MAA yi 到 点 ,有 一 条 唯一 的 路 v 
它 的 长 是 偶数 24. 注意 di =0. NB AI A 的 第 2,…,n 行 分 
别 碱 去 第 1 行 ,再 从 第 2,-… ,x 各行 中 抽出 一 个 因子 (一 1) 后 所 
得 的 矩阵 ， H$, B 是 一 个 (0,1) 矩阵 且 det A = (—1)"-1det B. 
E G1(B) 可 从 Go(4) 中 添加 连结 zi 到 i. ,ys 的 边 所 得 到 . 
注意 到 B 的 主 对 角 线 和 第 一 行 都 是 1, 且 在 第 2,…,n FEB 
有 一 个 1 不 在 主 对 角 线 上 . K B(1;i) BAB 中 删 去 第 1 行 , 第 
i fea AS E. E H; = G.(B(1:i)) 可 由 Go(A) MIA zs 
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‘Aly: NN E. HN Go(A) EM. K H. ICM. 因此 有 至 多 一 个 完美 
WR. K B 的 第 1 行 的 每 个 1 出 现在 B 的 行列 式 晨 开 式 的 至 
多 一 个 非 零 项 中 ,现在 证 明 : B 中 的 (1, ) 位 置 上 的 1 恰 出 现 
在 1 个 这 样 的 非 零 项 中 (等 价 地 ， 边 ziy; HM G (B) 的 一 个 
完美 匹配 中 ) BA (-1)%. HF i= 1, W F = (ny , ahn 
是 G, (B) 的 一 个 完美 号 配 , 结论 是 显然 的 , 现在 , 设 i> 1, 连结 
顶点 zi 1 May. 于 是 ， HOA n By: E y TE G (B) 上 
得 到 一 个 长 为 2d; +2 HB vi. 因为 每 一 个 行 顶点 zo... 有 
2 HE, MM mii FH. I PHA ditl 条 2. 形式 的 边 属于 F. 
4 中 不 属于 下 的 边 和 下 中 不 属于 i 的 边 合 起 来 形成 G1(B) 的 
AHK, E HAU i. 这 个 完美 配对 应 于 (1,2,---,n} 
的 一 个 置换 ， 其 循环 长 度 是 di 十 1,1,…1. B 的 行列 式 展 式 的 对 
EMK (104. 因而 


det B DE 


i=1 
引 理 得 证 ， 证 毕 ， | 
R 569 1:59 5.6.8 的 条 件 下 ， 
det A = (-1)""(p—q), 


XH. p=]|(: di 是 个 数 }| M q= |(: : d; BARH. 

现在 ， 可 以 证 明 

定理 5.610 N A + n xn 补 无 图 (02) E. 4 有 
一 行 或 一 列 全 1. 则 对 n> 3, 


det A| < n — 2, (5.6.21) 
AEn 2.4, 等 式 成 立 当 且 仅 当 4 或 at 置换 相抵 于 
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m=| |J. (5.6.22) 
Ja-i 一 Ina 


0 


E 设 A4 有 一 个 全 1 的 行 (车 有 全 1 列 ,可 考察 AT). K 
Po(4) < n — 1, 则 由 引 理 5.6.5, det A = 0, (5.6.21) 成 立 ， 故 可 设 
P(A) = n — 1. 先 设 Go(4) ERA, MA MRF 
(5.6.20) 的 一 个 矩阵 设 di (1 < i < n) 和 p,q 如 上 述 引 理 中 所 
定义 的 意义 . H d =0 M 5 2 1. H d. 2 162, ). RF 
在 一 ^ j, & d; = 1. 因而 4 > 1. HA p+g=n, HA 5.6.9 4d 
(5.6.21) 式 成 立 . 

现 设 Go(4) 有 一 悬挂 行 点 , An = 3, 易 验 检 |dat4| S 1. 当 
n > 3, 运用 引 理 5.6.8 证 明 中 的 技巧 , 可 以 得 到 det A = + det A’, 
RHA 是 一 个 (n— 1) x (n— 1) BEBE HN ERE S f. 由 
数学 归纳 法 可 知 ， 


| det A| = det 4| < <n-3. 


因此 (5.6.21) 成 立 ， 并 且 对 于 n> 4, AAA po(4) -n-1 
H GA) 无 悬挂 行 点 . 

# [det A| = n — 2, MSI 5.6.8 的 基本 假设 成 立 , 作 适当 的 
行 ， 列 置换 后 ，4 可 以 有 (5.6.20) 的 形式 ， 因为 已 经 证 明 p> 1 
ÜHg21HÁ569fp—-iHgq-2n-1gHp-n-1BH 
q = 1. 设 有 一 个 使 d > 3, 则 存在 这 样 的 nost, M d. = 3, 


d, = 2, d, = 1. H d, = 0, K p>2 Hg > 2. P d. 2 


(i = 1,---,n). 
FERMENT š, d, = 2, M p > 2, Küps u 1 v1 不 
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XK Mit, 2 ds = 1 使 得 di da, da, d, K 0, 1, 2, . . , 2. 则 在 
Go(A) P, M yi 到 48, . , n 的 任 一 点 都 没有 边 ， 由 此 Go(A) 
MFH. XN 4 的 第 1,2 列 ， 可 得 形 如 (5.6.22) 的 矩阵 ; 

ME, R 4. S161, , ) K di, da, . d, & 0, 1. , 1 
则 Go(4) 也 是 图 5.6.1 FRNA, FUIS yi 与 ty RST 
EB. A 是 形 如 (5.6.22) 的 和 矩阵. E L., HF NIR H (-i) -- 2), 
定理 得 证 . 


J 


JA Vy 
Go(A) (P= n—1, @=1) 
5.6.1 


WF HE 5.6.10, ?4 n = 2, det A = O R41; An = 3, 
det. A| = 1 当 且 仅 当 4 或 AT 置换 相抵 于 下 列 3 个 矩阵 之 一 


111 1 1 1X /LY 
6 % . 0 (. 24) 
0 1 0 1 0 1 1 1 O 


欠 上 述 引 理 和 定理 的 证 明 中 ， 我 们 已 看 到 了 ， 在 求 最 大 行列 式 
时 ， 图 论 技巧 的 运用 . 以 这 些 引 理 为 基础 ， 用 类 似 的 技巧 和 更 | 
糖 细 的 矩阵 组 合 性 质 的 分 析 ，Brualdi 和 Solheid 证 明 了 下 列 的 
结果 : | 

定理 5.6.11 ([24) W A 是 一 个 ”xm KH (0,1) ERF. 
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(0 # p (A) =n-1, WJ 


#3<n<s8, 


eral | aa n-3 (5.6.23) 
«spes us: 


2 2 


MF n > 4, (5.6.23) 的 等 式 成 立 当 且 仅 当 4 或 47 置换 相抵 于 
(5.6.22) 的 Ln 或 | 


| 
Janz |: J 
1 
0 1 1 1 (n > 8), 
0 
Z : | Jt-1/21 Tri- 
0 


这 里 Z 至 多 有 一 个 0. 
(2) A po(A) = n, MI 


Hu 25 


eats faa en 2 . | (5.6.24) 


(5.6.24) 的 等 式 成 立 当 且 仅 当 A NAT 置换 相 拭 于 J, — L, (n < 
5) 或 mE 
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J : | Jr - 0/21 7 Tiin- 


0 | 


(0,1) 矩阵 的 最 大 行列 式 问 题 的 研究 才刚 刚 开 始 ， 对 一 般 
的 % 阶 矩阵 的 行列 式 的 估 值 尚未 作 全 面 的 探索 . 可 以 预料 ， 对 
于 某 些 类 型 的 特殊 矩阵 ， 运用 组 合 模型 将 会 是 解决 这 一 问题 的 
一 种 行 之 有 效 的 方法 ， 
研究 (o, i) 矩阵 的 最 大 行列 式 问 题 的 另 一 个 方向 ， 是 研究 
某 类 具有 理论 和 应 用 背景 的 特殊 矩阵 的 最 大 行列 式 . 例如， 对 
于 一 类 下 Hessenberg (0,1) HPF 4 = (ayj)nxn; 这 里 ,， 当 了 > i+1 
时 a; = 0( 见 $2.6), 可 以 证 明 ， 它 的 最 大 行列 式 恰好 等 于 第 n 
个 Fibonacci . 


$5.7 (0.1) 矩阵 重 排 的 极 值 问题 


对 于 n 元 有 序 集 的 重 排 (rearrangements) 概念 及 对 它们 的 
研究 最 初 是 由 Hardy, Littlewood 和 Polya [25] 在 1952 年 开始 
的 ， 设 一 个 一 元 有 序 集 (a) = (ai: „an), Kj), jm 1 m, 
- THTR NAK. F 


a = » j-1i"n 
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M (a) = (al. a) K (a) 的 一 个 重 排 . 我们 也 可 以 把 
(a) 和 (a') 署 作 是 两 个 向 量 , 如 果 它 们 有 相亲 的 分 景 (无 序 ) &, 
我 们 也 可 以 看 作 (a) 和 (a’) 是 互相 重 排 (mutual tearrangements). 
当然 ， 这 时 ， (a) 5 (a) 至 少 有 一 个 分 量 不 相等 ， 

1964 F, B. Schwarz ([26]) 把 上 述 概 念 推广 到 n 阶 方 阵 中 

X. Mn N, 我 们 可 以 得 到 (n2)! 个 n 阶 方 阵 组 成 的 
RM. 如 果 给 定 的 元 是 两 两 不 同 的 ， 则 和 矩阵 M € M 也 是 两 两 
AES. mb. M AUR TER TA mH | 

一 个 矩阵 M = (my), ij I, , n, MT = (mf), mE = 
my. M' = (mi,) RRA M 的 一 个 置换 ， " mi; = Mali) 
这 里 (i) EAER, I, n. 因此 ， 一 个 置换 是 矩阵 的 

行 重 排 及 列 的 同样 的 重 排 ， RTI H. ER E NINA , 
为 平凡 重 排 (trivial rearrangements). 两 个 矩阵 M; 和 Ma, 如 果 
Mz 是 M, 的 一 个 重 排 但 不 是 平凡 的 ， 则 称 M, 和 M, 是 本 质 不 
同 的 (essentially different). Nn? 个 元 是 互 不 相同 的 ， 则 M 
可 分 划 为 (m2)1/2nl AFM M, 使 得 每 个 M HA An!) PE 
相 平 凡 重 排 的 矩阵 , 并 且 属 于 不 同 子 集 的 两 个 矩阵 是 本 质 不 则 
Bs. 

Schwarz 研究 了 非 负 实数 矩阵 集 AM. 对 M = (mij) € M, 
定义 M 的 一 个 范 数 (norm) (MI = 95 ma. 在 126] H, Ff T 
M? 的 极 值 问题 ， Schwarz 发 现 : MP 的 极 值 问 题 与 M 的 
特征 值 MM) 有 着 密切 的 联系 . 

id M? = K = (ky), Bl mi; > 0, BRI ky = Y mimi > 
0. 由 定义 M= 27, k. M 的 范 数 MI 在 所 有 的 重 排 下 是 
一 个 不 变量 |M EPEAT RRS. WE M. 和 M 
是 本 质 不 同 的 ， 一 般 地 ， 121 Z IM. 但 是 ， 求 MN 的 极 
值 ， 我 们 无 须 计算 M 中 所 有 本 质 不 疗 的 矩阵 平方 的 范 数 ， 记 
max NMH = N, min |M? = N, 极 信 取 遍 M rh Ë rtr EBE M. 
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而 At PEA Ñ # Ñ FRSA M. X C ER M 中 
的 所 有 这 样 的 矩阵 的 集 : 它 的 每 一 行 中 的 元 和 每 一 列 中 的 元 都 
是 递减 (不 必要 严格 递减 ). 而 C 表示 M 中 这 样 的 矩阵 的 集 : 
它 的 每 一 行 中 的 元 是 递减 的 ， 而 每 一 列 中 的 元 是 递增 的 ， 
Schwarz 证 明了 下 列 定理 ， 
定理 5.7.1 (Schwarz [26]) 


H A, Ha 0. (5.7.1) 


上 述 定理 告诉 我 们 : 在 己 和 C 集中 ， 可 以 分 别 找到 达到 
Nm Nip. dest b. RAMI: XAFTA E ELR 
的 “递增 " 和 bao 字样 是 可 以 互 换 的 : 即 忆 可 以 是 每 行 和 每 
列 的 元 都 是 递增 的 , 而 E 的 每 行 的 元 是 递增 而 每 列 的 元 是 递减 
的 . 

(o X M = (ma) e M, RHI Ii 7. 和 si X M 的 第 i 行 行 
ARS i AAA, 1.2. ., n. II | 


n2 Y ma, 8 = j my. 
气 = 
下 列 两 个 等 式 是 明显 的 | 
IA] = | PAM PT), K 
IE P É n Pt W Jr BE 
TT Are (57.3) 
(5.7.3) 式 可 由 下 列 计算 直接 得 到 : 


M= 3 mim, = mms 


1,1 1A v=1 ij 
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= Yn. 
v-1 ^ : 
记 杂 的 最 大 特征 值 maxX(M) = X M 的 最 小 特征 值 min A(M) 
À 又 M 中 达到 大 和 六 的 矩阵 所 成 的 子 集 分 别 为 百 和 豆 已 经 
证 明了 下 列 有 趣 的 结论 (在 $17 中 ， 我 们 已 提 到 这 一 点}. 
EH 5.7.2 (Schwarz [26]) 


Bncz8, Be p. 


1971 年 ， M. Katz ([27]) 研究 (0,1) 矩阵 的 重 排 问题 . ， 
jà n Bt (0,1) 矩阵 的 1 的 个 数 为 c, B, o S < 1, K 
们 用 Unlo) 表示 所 有 恰 有 o 个 1 的 n 阶 (0.1) 矩阵 所 成 的 集 . 
考察 | | 
Nalo) = max(|M?| : M € 4,(7)) 
N (oc) = min ATI: M € Un(o)}. 


E. (e) 是 这 样 的 = 阶 (0,1) PEMA: ERA o I, A 
每 一 行 的 1 都 在 0 MAEM, Ed r WE 0 .. N. . ( 
XE REI N (0,1) 短 阵 的 集合 ， 它 恰 有 o 个 1 且 每 一 行 的 
1 都 在 0 的 左边 ， 每 一 列 的 1 都 在 0 的 下 方 . 例如 


1 1 1. | 
( E! jene, (5.7.4) 
100 
1 b ON. 
( 1 J € Us(6). . (5.7.5) 
111 2 
由 定理 5.7.1, H 
W. (e) = maxflM2 :ME ， (9756) 


F. (e) = min(]M^|| : M € d, (e)). (5.7.7) 


事实 上 , 由 (577.3) K. 我 们 知道 , ÆR M? r. E (6.7.4) 
HF, AUDI (5.7.5) 的 矩阵 是 分 别 和 下 列 (5.7.8), (5.7.9) 的 
矩阵 等 价 的 . 

| ， (5.78) 


| (5.7.9) 


为 了 研究 |M’, M e us (o), 我 们 引进 M 的 平方 二 部 图 的 
y. | 

设 标号 顶点 集 V, = 1, 2, . „n), 和 Vy = 1.2, . 0 分 别 
RF n BEM M = (mu) fi f SAIS. i6 V. je H., HN 
(3), 当 且 仅 当 在 M 中 mg = 1. 于 是 M 与 一 个 二 部 有 向 图 一 
一 对 应 . 我 们 把 这 个 二 部 有 向 图 的 一 个 复制 图 (copy) MEE AY 
下 面 ， 使 复制 图 的 V, 与 原 图 的 Vo 相应 的 点 i 点 (i = 1. 2. 4 ) 
重合 . 所 得 到 的 图 称 为 M 的 平方 二 部 图 ， 记 为 D(M2). D(M?) 
中 由 上 而 下 的 三 部 分 点 集 分 别 记 为 V, Va V. 例如 ， (5.7.4) 的 
矩阵 的 平方 二 部 图 如 和 下: 


> orere 2 ° 
= e mm = = 


9 — — ` = O 
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由 D(M2) RW, H V, 中 的 点 到 码 中 的 点 的 所 有 长 为 2 
的 有 向 路 的 总 条 数 ， 就 是 LM? JI. | 

WV. 中 前 点 i= 1,2,... n. 的 入 度 和 出 度 分 别 记 为 
4 (i) A d+ (i). X. M 的 第 1 行 的 行 和 第 i HAMA MIAN ri 
和 st. BM, d- (i) = si, M dt) = ri mm D(M?) 可 以 直接 得 
出 

T = > 400 d (i) = Ora. 
ie; 

这 便 是 (5.7.3) KK (0,1) 和 矩阵 中 的 结果 ， 

id M 的 补 为 M. Me = J.-M. N M e uso), Wi 
M. € U,(n? 一 0).1980 E, R. Aharoni (A280 证 明 了 


|M? = 20 — në + ||M2|| . (5.7. 10) 
由 上 式 ， 我 们 有 f 


Nalo) = 20n — n* + Van! " 
Kala) = 20n — nd + N,(n? — o). 


H (5. 7. TES Hj Xl 对 Nalo) Al Na (o) 的 研究 ， 只 须要 考察 a> 
E 0. 
由 (5.7.6), 我 们 有 


V. (e) > Il. 其 中 ME U. (o). 


(5.7.11) 


HBA ri 2 ra 2 . 2 ru, 21 2 82 2 2 %, X Leer. 
Ei 8 =o, 由 Je6zmes 不 等 式 f 


Nalo) > Y ra > 二 12 n) (È x) = E 


i=] i=1 


"TUE Ti 二 = N s; = MILI B SSR 
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事实 上 , 我 们 把 所 有 的 1 尽量 放 在 M 的 上 方 ， 并 不 能 得 到 
N. (o), 而 应 当 把 所 有 的 1 放 到 矩阵 的 左上 角 ， 成 主子 第 竹 ， 
1971 E, Katz ([27]) 证 明了 :对 任 一 个 正 整 数 , n? > k? > 7/2, 


| N. (E) = E 
H Us (k?) 的 矩阵 中 , 左上 上 角 有 一 个 站 阶 主子 阵 的 一 个 矩阵 M. 


有 ||? || k. H (5.7.11) 知 ， M. 将 满足 Me = NW, (n? — k), 
且 


N, (n? - k?) = N,,(k2) — 2k?n + nŠ 
= k? —2k?n + nË. 
对 于 任意 的 1 < = < uz, Aharoni ([28]) 构造 了 四 种 不 同形 
式 的 矩阵 ， 并 证 明了 : 在 这 四 种 形式 矩阵 中 , 必 有 其 中 一 个 M, 


& Nalo) , FÆ N. (o) 也 可 以 由 确定 的 M 用 (5.7.11) 
计算 出 来 ， 


V, TFN 


E 5.7.2 


现在 ， 我 们 用 平方 二 部 图 的 方法 来 考察 N. (o). 
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我 们 构 作 一 个 平方 二 部 图 D; = D (Mj), # HMI = o. n 
H 5.7.20 K M ). 
BR, K H Di ch, f Y, 中 的 点 到 V; 中 的 点 的 长 为 2 的 路 数 
为 0 N NAI =o. 如果 我 们 把 M, 看 作 是 Me, AI (5.7.10) 式 


[M| = 2on — n + Ul. 
Me = 0, K 
IM" = Kala), M euo). 


在 平方 二 部 图 Di d. BR, NB 2 1 - i25 - [7] [2]. 
I+k=n 时 ， 才 可 作出 M eus (o) 的 平方 二 部 图 ， 其 补 图 形 如 
Di, 即 Di 中 无 由 页 中 的 点 到 Vs 中 的 点 的 长 为 2 的 路 ， 从 图 

同 构 的 观点 ， 我 们 不 难得 知 ， M 必须 置换 相似 于 | 


Jy AXN 
" , ) „ (5.7.12) 
其 中 J. h, N, M 分 别 表 示 Ux k Br, Ux Ur, kx k Br 1 35 
阵 ， X XRH TH kx I BY (0.1) FEE. 由 此 ， 我 们 用 不 同 于 
Brualdi 和 Solheid 的 方法 证 得 ， 
定理 5.7.3 (Brualdi, Solheid, 29] # o > n? - 2 ry, 
则 
| Ni (e) = 2en — nè. 
对 于 M € Unlo), IM? = Nalo) 当 县 仅 当 存在 非 负 整数 上 和 1 
k+lon, 使 得 M 置换 相似 于 矩阵 (5.7.12). 
”现在 ; 我 们 进一步 考察 平方 二 部 图 的 性 质 . 若 M e I, (o), 
注意 到 M 中 i dr NOU. E DM) K A (ij) G < 
n, J > 1) MAES AM (ij 一 1) ADAM GL 
(s. 13) 


ino (5 , IMI = N. (o), 我 们 可 以 证 明 : H D(M2) 
中 的 每 一 对 ie W, j E Va (EÑ i € Va, j e VD), RE i» j, RAM 
(i, J). I 

GERACE, 则 应 有 某 一 对 点 p € Wi, q € H, p > q, 不 
FEM (p,q). HAMA 2 (5) RO B fr ORE ER (5.7. 13), 


故 必 存 在 一 条 弧 (i), WIKA G.) B, BLM (p,q) (在 
Vi, Vo I Va, Vj 中 同时 进行 ), 得 到 -个 新 的 平方 二 部 图 D (M). 
易 得 


74 NA = (d7 ~ dy) + (at — dt) = 1, (5.7.14) 


XH, df, d, dy, di 10K Va PM AZE DO) 中 的 出 、 入 度 . 
注意 到 图 DM?) 的 性 质 (5.7.13), 便 知 


d; n- (i- 1), df >4, 
d, Sn-p dg 8 4 1. 


于 是 ， 由 (5.7.14) 得 
II- |M2]| x p —a +1 > 2. 
RE JM’ = Aso) 矛盾 .我 们 便 证 明了 
引 5. 7. 4 M 2 G BM eile) RI |M?|| N. (o), 


则 M 的 主 对 角 线 下 的 所 有 元 都 是 1 
特别 地 ， 21 c= 的 时 ， 有 M € i, (c) * Ae? = KR. (e). 


这 个 矩阵 记 为 Ln BLL, 就 是 所 有 1 都 在 主 对 角 线 以 下 ， 从 
L, 的 平方 二 部 图 (或 直接 按 定义 计算 ), 可 算得 由 页 S| Vz 的 长 
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为 2 的 路 数 ， 即 
Fala) = Y —k)(k — 1) = (3) . 
‘ k=1 


这 和 下 列 定理 是 一 致 的 ， 
定理 5.7.5 (Brualdi 和 Solheid [29]) # = () mF, "uj 


l n n 
oo 


M M e Un(a) B |M? = N. (e), W M 置换 相似 于 矩阵 L.. 
现在 ， 我 们 考察 (3) <o<nt— |3] , 先 建 


x 
3138 5.7.6 (MICE (30) N M = (mi) € Un(a), id M(o + 
分 别 表示 MM 的 第 p 列 的 列 和 ， 第 q 行 的 行 和 ， 则 


IMP] e + re; 当 p 79 


| (5.7.15) 
llM?| ep tr, +l Ap q. 


IM*(s + epa)ll = { 


XE . Mo + en) 的 平方 二 部 图 是 由 M 的 平方 二 
部 图 添加 弧 (p, q), p E Vi, a € Va PIE (v, g), p € Va, q € Va Br 
183). WR p 2 q, Mlo + ey) 所 增加 的 由 人 矶 到 人 码 长 为 2 的 
”路 的 个 数 是 对 + do, 这 里 dtd; 分 别 是 V, 中 的 点 q 的 出 度 
和 点 p 的 入 度 ， 注 意 到 dt = ro dp = ap, (E (5.7.15) 的 第 一 
s. 如 果 p = q, MELEKE H, ALAH V B vi iR 
p 一 p 一 p. 于 是 恒 有 (5.7.15) 的 第 二 式 . 证 毕 . 
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* 
E 


5.7.3 


要 考察 达到 N,(c) 的 矩阵 ， 由 已 知 结论 ， 我 们 只 须 考 虑 矩 
E Me Aale). 由 引 理 5.7.4, Æ = > (1 , M 的 主 对 角 线 以 下 
DEAL PA, 我 们 可 以 考虑 ， 在 L. 上 添加 1 的 各 种 情形 ， 
我 们 把 L, 中 的 所 有 元 (i, J), i < 5, 称 为 上 元 ， 

引 理 5.7.7 ([30) ”在 L, 中 增加 车 于 个 值 为 1 的 上 元 
€i ji Ciaj 6; i.; 所 得 的 矩阵 记 为 A. FHH FM (ii, ji), (ia, 
ja), ts (ir, jr) 无 两 组 公共 元 ， 则 


[A21 = (% + Y Ales. j.); ` (5.7.16) 
3 tol 
这 里 | 
Alen.) = Í T “Dok fe Se (5.7.17) 
n it jio i = je 


证 ”由 引 理 5.7.6 N, K L, 每 添加 一 个 上 元 es, = 1, 其 
增 量 仅 取决 于 Ln 的 ss 和 rj H (ii, Ji), (ia, 32). ., (ir, de) 无 两 
组 有 公共 元 ， 即 在 e; 所 在 的 第 ¿ie HUAI j +? EBR T SUR Ln 
的 元 外 ， 并 无 其 他 添加 的 上 元 ， 因此， 每 个 e, 都 是 独立 的 ， 
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得 (5.7.16), 又 由 引 理 5.7.6 每 个 eri 对 42|| 的 贡献 是 
Aleni) = { Sie t Th h < 
Si, T 7. + 1, it = h. 
这 里 en, 75, T NEUE i HAA, Ae H H H. A 
”计算 ， 便 得 (5.7.17). HK. 
ER, RE L, 上 添加 若干 个 上 元 ， 当 它们 处 在 不 同行 、 
列 时 ， 其 平方 和 的 增 量 最 小 . 
由 此 ， 我 们 可 以 证 明 
定理 5.7.8 (BO) K = (5) +k, 18 k < n, W 


Ko) = (40 hn, 
ESI Lat Nolo) NEM, RIE L. SER fü Et 
RAL | 
证 mk N 136 L, 的 主 对 角 线 上 ， 则 这 大 个 元 所 在 的 
H ( 列 ) 无 两 个 相同 ， 满 足 引 理 5.77 的 条 件 ， 又 由 (5.7.17) K. 
^l Ales. j.) 的 最 小 值 是 ny, 于 是 由 (5.7.16) M., 定理 得 证 . 


注意 到 g = (1 n = (7) 3 No) = (3) +n = 
n + 2 : 
的 下 
n2 
K 5.7.9 ([29]) wen (^; P) ukan ( 3 ) 
X M e le) HM [M?|| N. (o), W M 置换 相似 于 一 个 主 


对 角 线 和 主 对 角 线 以 下 全 是 1, 其 余 元 是 0 的 n 阶 (0,1) 矩阵 ， 
WERA Lr. 


我 们 考察 o = (I) lee. 
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运用 证 明 引 理 5.7.4 50 我 们 可 以 证 明 


引 理 5.710 3 2 P AM E A., (o) Al NN = 


J.), M M 的 主 对 角 线 和 主 对 角 线 以 下 的 所 有 元 都 是 1 


FTE, RABBE L. 中 添加 I. 类 似 于 引 理 5.7.5, 不 难 证 
得 | 

5]: 5.731 fE LY "PAS PEE AI (CR 1 的 元 ennen 
e.; te < Ji (Em 1,2, 7), N HHN A, 车 各 组 下 标 
(à. ji), (ia, Ja); 7 (tr, J.) 无 两 组 有 公共 元 ， 则 


A? = ug + Yn+ L+ je — ie). (5.7.18) 
t=1 


从 上 述 引 理 ， 又 得 1 
EH 5.7.12 (BO) # o= h ) +hisks ]. U 


Fa (o) = ( + k(n + 2). 


记 Ln 的 付 对 角 线 G = i +1) ERM k NH 1 (a < k < 
| 下) 所 得 的 矩阵 为 B, NN I= Ne). 

证 K i Si- HARRE F, t= 1, 2. „, J- i = 1 
tt, 

min(n + 1 + j — it:) = n + 2. 

* I, 18 * 5 (z] NE L 的 付 对 角 线 上 ， 使 之 无 
Pid 48495 Bü k T 1 enaps eiae r. Li, h + 1 * 
ji f = 1,2. , — 1, 满足 引 理 5.7.11 的 条 件 ， 这 时 ， 所 有 的 
(n 1-4 ie) 有 最 小 值 ， 即 Y (n1 4 — 4) 有 最 小 值 
k(n 4-2). 由 引 理 5.7.11. 


Nn (o) = ug +k(n+2). TEM. 
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由 此 ， Brualdi 和 Solheid 的 一 个 定理 ， 可 以 作为 本 定理 的 
一 个 特 款 . 
系 6.7.13 (20) En MR o= 的 +> 则 


工 十 2 
cn, ) 


我 们 不 难 证 明 (可 见 [29]. 3b o = 1 * 2 H x 


E Unlo) R [m?l = Ñ nio) 时 ， M BRA FAR ， 


Ja 


为 方便 叙述 ， 我 们 把 在 L* 的 付 对 角 线 上 的 相 邻 个 1 记 
为 S, 而 把 每 边 有 > 个 1 HEZA, wA 7.. 如 图 5.7.4. 


图 5.7.4 


Lv 


的 增 量 为 


显然 81 -I. RINE r; 添加 了 S. 或 后 的 | 
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A(S,) HI A(T-). 用 引 理 5.7.6, 不 难 算得 


A(81) = A(T,) = n 2, 

A(S3) = 2n + 5, | 

A(S3) = A(T2) = 3n +8 

A(T) = 6n + 20. 
就 添加 6 个 1 而 言 H 3(2n+5) K 2035 ＋ 8), 可 见 ， 分 成 3 个 
So, 比 两 个 % K 2 4 Ts 的 增 节 还 小 . 


一 般 地 ， 由 引 理 5.7.6, 我 们 可 以 有 
51 5.7.14 


A(T.) = (2) (n+ 3020. (529 


FA e(7.) K T. 的 1 的 个 数 . Ec(n)- Yi, e) t> 1 则 
A(T,) > Viet A(T,, ). 


证 ”由 引 理 5.7.6 
A(T.) =n JT 
j=l j=l 
1 r r 
zu DX» 
2 j71 j=l 
(Pe (P 2H (77) 
2 2 3 2 
rtl ‘ 
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Bi .) = YS (T), Bl 


由 (5.7.19) 
A(T.) > Y A(T). EEK. 
i=l 
I, HMH 


51 5.7.15 
A(S,) =r(n 4 3) 1. (5.7.20) 


S.) 表示 S, 的 1 的 个 数 . X os.) = Cie (,), 1 > 1, U 
t | | | 
A(S,) > $^ A(S,.). 

: i=1 


由 上 述 引 理 , £ ACT) -A()) = 2A(85), £ AT) > A(S3)4- 
A(T,). 在 可 能 的 情形 下 ， 应 先 排 N, 再 排 So, PERE 72 或 5. K 
BAT E 5. 在 付 对 角 线 上 所 占 的 位 置 较 小 ， 因 此 ， 我们 应 先 
WE II, S2, T2. 故 得 l 


EN 5.7.16 Ko (70 21 ESE 


Ko) = (27% t k(n ＋ 3) — 7. 
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证 M euo) H NA = Ko), H (5.7.7), EN M e 
(o). EE Ls BU XE fad. EK k- É 1 | 个 52， (2 k= — i) 
4 S, 它们 互 不 相 邻 ， 这 时 ， 可 得 最 小 的 M. 于 是 


psg TIE 


> A(S2)+ > A(8.) 
C) Ege oo 
+(2 ale k) (n+ | 
(C -N K. 


Nl e) H= 17 | + 


— fis, WESS k, 18 k < n, B n = qk +L, „ M g 是 正 


整数 ，0< <k. (ei. ee 在 [29] 中 ， Brualdi 


和 Solheid M: 


Nalan) = Ae „ 


J. 


Ji 


这 一 猜想 的 特 款 ， 即 上 = 2 ”为 偶数 时 ， 已 在 系 5.7.13 被 
证 明 ， 从 上 述 分 析 ， 这 一 猜想 似 是 十 分 明显 的 事实 ， 然 而 ， 迄 
今 ， 还 未 彻底 完成 它 的 证 明 . 

我 们 知道 ，n Bt (0,1) RR H NN ff n fr A n Eh 
邻接 阵 ， 从 这 个 观点 ,我 们 还 可 以 考察 某 一 类 图 的 重 排 的 极 值 
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问题 、 198? F, Brualdi fü Solheid ([29]) 也 研究 了 具有 e 条 
边 的 简单 图 的 邻接 阵 4 ( 迹 为 零 的 对 称 阵 ) 及 连通 图 的 邻接 阵 
B, 得 出 了 max ||A?||, min [42], max ||B2||, min ||B2|| 等 结果 ， 当 
然 ， 对 于 其 它 有 重要 意义 的 图 类 ， 我 们 仍 可 以 研究 其 烛 记 的 重 
排 极 值 问题 . 


85.8 ”矩阵 的 完备 高 斯 消去 法 


在 任何 一 本 线性 代数 的 著述 中 , 我 们 都 可 以 找到 关于 和 矩阵 
的 高 斯 (Gauss) 消去 法 . | 

设 M 是 一 个 定义 在 某 一 域 (AIM) E Bj n x n BE 
FREE, M= (mo). 我 们 总 可 以 重复 运用 下 列 步 又 把 M 化 
n HHNE I. 

(1) 选择 一 个 非 零 元 mm; 作为 主 元 素 (pivot), 

(2) 用 初等 行 变换 和 列 变换 把 mi; 变 为 1, HAS CTI 
第 了 列 的 其 它 元 素 变 为 零 ， 这 个 技巧 称 为 高 斯 消去 法 ， 

当 我 们 在 带 有 很 多 零 元 素 的 所 谓 稀 朴 矩阵 (sparse matrix) 
.上 使 用 高 斯 消去 法 时 ， 和 如 何 选 拌 主 元 素 ， 成 了 运算 是 否 方便 的 
一 个 重要 问题 ， 如 果 随 意 地 选取 主 元 素 ， 在 M 化 为 了 的 过 程 
中 ， 有 可 能 某 些 原来 零 的 位 置 被 非 零 元 所 代替 . 例如， 下 面 主 
元 素 的 逐步 选择 就 导致 这 个 不 好 的 结果 ， 


® 
1 
1 
1 


re Oo e = 
O > — = 
| 
= 
e 
l 
= 


- 514 - 


100 0 1000 
010 0 lo 1 0 0 
-+ 一 

00 O -4 001 0 
00 -4 8 000 ®© 
1000 

0100 

— 

0010 

0001 


于 是 ， 我 们 自然 会 问 : 什么 情况 下 ， 能 够 选择 一 系列 主 元 
素 ， 它 不 会 出 现 上 述 那 种 情形 ? 

这 里 引进 一 个 关于 和 矩阵 M 的 完备 消去 概 型 (perfect elimi- 
nation scheme) 的 概念 . 

矩阵 M 的 一 个 完备 消去 概 型 是 这 样 的 一 系列 主 元 素 ， 它 
在 使 M 化 为 了 的 过 程 中 ， 不 会 使 M 的 零 元 变 成 非 掌 元 . 
M 是 稀 琉 的 是 有 一 个 完备 消去 概 型 ， 则 通过 变换 后 ， 这 个 稀 琉 
性 仍然 保持 . 

下 面 我 们 看 到 上 述 矩 阵 的 完备 消去 概 型 . 


= = m A 
— O — = 
W = O = 
er oo» 
@ = — c 
S o = = 
e @ ee 
— 2 ° 
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eco Oe 
8 — 9 28 


0 
0 
0 
1 


ore O O 


0 
0 
0 
1 


c Oo — x 
o O O m 
co Orbn 0 


容易 看 到 ， 如 果 选 择 非 零 元 ma 作为 主 元 素 ， 当 存在 某 个 
2 Mej #0, ma #0 fB m, = 0, NM HM NN m, XN 
非 零 元 .用 这 个 准则 ， 我 们 可 以 看 到 ， 下 列 和 矩阵 虽然 是 非 奇 异 
阵 ， 但 它 没有 完备 消去 概 型 


m= e O O m 
c O m — — 
@ — — — 2 
= = = © © 
= > O = = 


下 面 的 三 对 角 线 矩阵 有 完备 消去 概 型 ， 可 以 从 主 对 角 线 最 
上 的 一 元 开始 沿 主 对 角 线 往 下 取 ， 


PP 
* * o 0 
* * * 
* * | 
0 * 
* * 
这 里 * 号 表示 非 零 元 ， 


在 深入 研究 我 们 的 问题 之 前 ， 先 讨论 将 要 用 到 的 图 论 概 
&. | 
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对 于 一 个 简单 图 G = (VE) o(G) 表示 G HAR. x(G) 
CW (点 ) EM a(G) & G 的 独立 点 数 ， 或 最 大 稳固 集 的 
个 数 ，k(G) 是 G HAN K. NAH G 的 所 有 顶点 的 团 的 最 
小 个 数 . 
”因为 G 的 一 个 团 和 一 个 稳固 集 至 多 只 有 一 个 交点 ， 于 是 
对 于 任何 图 G， 
w(G) < x(G), 


且 u 
a(G) < k(G). 
因为 a(G) = w(G) 和 KG) = x(G), 故 上 式 对 于 补 图 GMEL. 
-一 个 图 G = (V, E) 若 满足 

(0) w(Ga)=x(Ga) (对 所 有 ACV) 

(p) a(G1) = k(G4) (对 所 有 A CV), 
则 G 称 为 是 完美 图 . | 

1972 年 ，Lovisz ([31]) 证 明了 : 对 于 一 个 完美 图 G = (V, E), 
性 质 (bi), O) 和 (ps) ) > |AI OBA A ACV) E 
等 价 的 ， 

于 是 , 可 以 这 样 定义 : A G 满足 oi), (ps), (ps) 之 一 ，G 称 
为 完美 图 ， 显 然 ， 一 个 图 G 是 完美 的 当 且 仅 当 它 的 补 图 如 是 
完美 的 . 注意 到 w(G) 与 x(G) 等 与 图 G 的 邻接 矩阵 的 联系 ( 见 
第 四 章 ), 我 们 也 可 以 用 矩阵 来 研究 完美 图 的 若干 性 质 ( 见 [2]. 

现在 , 我 们 考察 一 类 重要 的 完美 图 一 一 纺 图 (chordal graph). 

连结 一 个 初等 图 两 个 不 相 邻 顶点 的 边 ， 称 为 弦 (chord). 一 
个 无 纺 的 初等 围 称 为 无 弦 轩 (chordless cycle). 如 果 一 个 图 的 所 
有 长 大 于 3 DHH K, SPAR. 一 个 等 价 的 说 法 
是 ， 不 包含 同 构 于 C, (n > 3) 的 导出 子 团 的 图 称 为 弦 图 . KB 
有 遗传 性 (hereditary property), ME MFHT HARA. 
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G 的 一 个 项 点 称 为 简单 的 ， 如 果 它 的 邻 点 集 N(z) 导出 G 
的 一 个 完全 子 图 ， 即 (N(z)) 是 一 个 团 (不 一 定 是 最 大 的 ).Dirac 
([33]) 和 Lekkerkerker, Boland ([34]) 证 明了 : 一 个 弦 图 必 有 一 个 
简单 顶点 (事实 上 ， 至 少 有 两 个 这 样 的 顶点 }. 


RG =D 是 一 个 简单 图 ，o = [om ou] 是 顶点 的 
一 个 排序 . 如 果 每 个 vi K v, esas ,vn 的 导出 子 图 (Glon , vn) 
的 一 个 简单 顶点 ， 则 = 被 称 为 一 个 完备 顶点 消去 概 型 (perfect 
vertex elimination scheme) 或 简称 为 完备 概 型 (perfect scheme). 
换言之 ， 这 时 每 个 集 


Xi = (vj € Ni |j > i) 


的 导出 子 图 是 完全 图 ， 例 如 ， 图 5.8.1 的 图 Ci, 有 一 个 完备 顶 
点 消去 概 型 c= la, g, b, f, c, e, d], 但 不 是 唯一 的 . 它 有 96 个 不 同 
的 完备 概 型 ， 而 图 Gz 元 简单 顶点 ， 因 此 ， 它 没有 完备 概 型 . 


对 于 图 G = (V, E) 的 不 相 邻 的 顶点 a 和 ,一 个 子 集 SCV 
称 为 它们 的 一 个 点 分 离 集 (separator) 或 oj RR, MBM G 
中 删 去 S H, a 和 5 分 属于 不 同 的 两 个 连通 片 ， 如 果 S 中 无 
真子 集 是 一 个 a-b 分 离 集 ， 则 5 称 为 a 和 5 的 极 小 点 分 离 集 ， 
例如 图 5.8.1 中 的 图 Ga, 对 顶点 p Ag, (v,z) 是 一 个 极 小 点 分 
AK. ff {z,y,z} 是 一 个 极 小 pr ORR. 对 于 Oi, 每 一 个 极 - 
小 点 分 离 集 的 基数 是 2, 且 分 离 集中 的 两 个 顶点 是 相 邻 的 .这 
ARMED. 
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图 5.8.1 


下 面 ， 我 们 将 证 明 一 个 骇 图 的 主要 性 质 定理 ,为 此 ， 先 证 
明 Dirac 1961 年 得 到 的 一 个 结果 ， : 

31 5.8.1 (Dirac [33] NAH G = (V, E) 有 一 个 简 
AA. BUB, dm G 不 是 一 个 团 ， 则 它 有 两 个 不 相 邻 的 简单 
A. | I 

证 著 G 是 完全 图 ， 此 引 理 是 显然 的 ， 假 设 G 有 两 个 不 
ABA a Alb, 且 对 所 有 阶 数 小 于 |V| AR, SAN 
的 . RRS BR) od SMR. WM CHES 后 的 所 得 的 图 
A Grs, B. a Mb E Gns 中 所 在 的 两 个 连通 片 分 别 是 G4 和 
Ga, 其 中 A,B 分 别 表 G4 和 Ge 的 顶点 集 . 

由 归纳 法 ， 下 列 两 种 情况 必 有 其 一 出 现 : B 

(1) FE Gaus (Ga 的 顶点 集 与 5 的 并 的 导出 子 图 ) 有 两 
个 不 相 邻 的 简单 点 ， 它 们 之 一 必 在 4 上 ( 因 5 导出 一 个 完全 子 
Al): | . . 

(2) Gaus 是 一 个 完全 图 且 4 的 任 一 点 在 Gaus 中 是 简单 

fh. - 
AA 4 的 所 有 邻 点 集 NA) C AS, 故 在 4 中 Gaus 的 一 个 
简单 点 对 所 有 G 也 是 简单 的 ， 类 似 地 ，B AA G 的 一 个 简 
H. TER. 
现在 ， 我 们 给 出 弦 图 的 几 个 性 质 . 
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定理 5.8.2 (Fulkerson, Gross (35) K G E- AH. 
下 列 命题 是 互相 等 价 的 : 

(1) G ÆW. 

(2) G 有 一 个 洛 备 顶点 消去 概 型 ， 且 任 一 个 简单 顶点 可 以 
是 一 个 完备 概 型 的 第 一 点 . 

(3) 每 一 个 极 小 顶点 分 离 集 导出 G 的 一 个 完全 子 图 . 

iE (3)=(1) K la, 2, b, 1. gm S TÜ a] (k > ) Ë G = 
(V, E) 的 一 个 图 , 任 一 D PARUA DUA z Mote t, 2. 
+J, h E E, XNA KHM. 

(1) = % 设 9 是 一 个 极 小 ab NA. 在 Gus H, Fa 
M» b 的 连通 片 分 别 是 G4 和 Go. 因为 S 是 最 小 的 ， 故 每 个 
ze8 与 4 的 某 个 项 点， 召 的 某 个 顶点 相 邻 . 同时， 对 任意 一 
对 顶点 z,y € S, 存在 路 [m ai, ar, 1 Ti [01,5 z], 这 里 每 
个 ai EA H b e B, 4629352583 TER RI HAM. HERES 
lr, ul, , 47, 9 P1. , be, z] 是 一 个 团 ， 它 的 长 至 少 是 4. EN 
K. 但 按 顶 点 分 离 集 的 定义 ，asby é E, B # r A t 的 最 小 
HE aa; ¢ E RE bib; Z E. 于 是 ， 唯 一 可 能 的 弦 是 zy € E. 

(=) (用 归纳 法 ) 由 引 理 5.8.1, # G AH, MEA 
个 简单 顶点 ， 不 妨 设 为 z, 因 Gv\{z]} 是 弦 图 且 阶 数 小 于 G 的 
阶 数 .由 归纳 法 ， 它 有 一 个 完备 概 型 . SEMT: 多 后 ， 此 概 型 
ERG 的 一 个 完备 概 型 ， | 

()=(1) ë C 是 G 的 一 个 图 | X z E C 的 一 个 顶点 ， 
且 它 是 C 的 所 有 人 顶点 在 一 个 完备 概 型 中 下 标 最 小 的 一 个 ( 
点 ). E IN(z)nC| > 2, z 的 简单 性 保证 了 C AKK. EHF. 

下 面 一 个 定理 的 证 明 ， 可 在 [36] 中 找到 . 

定理 5.8.3(Leukev, Rose, Tarjan) H G = (V, E) BR 
EH, MITE KN H G. = V, Eo), 1 0, 1... ., 6, K CO = G, 
G, 是 一 个 完全 图 ，G;: 是 由 Gi-1 in 9 A. 11. . 
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现在 , 我 们 回 到 本 节 开头 关于 矩阵 的 完备 消去 概 型 问题， 
我 们 将 权 用 到 关于 和 矩阵 M 的 两 类 图 ， n 阶 矩 阵 M = (mu) 的 
图 G(M) K AH HN lun, va. , vn] MAAR, viv; 有 边 相 
连 当 且 仅 当 msy Z O, í Z j. H M NCBA BCM) 有 顶点 集 
[zi . ra] 和 On, , z. 分 别 对 应 于 M H xl, x. 和 yy 
相 邻 当 且 仅 当 mij = 0. wi RI y; 称 为 相伴 元 (partner), 它 对 应 于 
G 中 的 顶点 vi- 

我 们 考察 M 是 对 称 和 矩阵 的 情形 ， 这 时 G(M) 是 一 个 无 向 
图 不 难看 出 ， 在 主 对 角 线 上 的 一 个 非 零 元 mi 可 以 作为 主 元 
素 当 且 仅 当 在 CM) rh, s 是 一 个 简单 顶点 .事实 上 ， 取 主 元 
RA ma 等 价 于 用 增加 边 和 删 去 vi 的 办 法 使 N(vi) 成 为 一 个 
完全 子 图 ， 如 果 我 们 增加 一 个 限制 : 

(R) 所 有 主 元 素 都 取 自 M 的 主 对 角 线 且 是 非 零 元 NM 
的 完备 消去 概 型 对 应 于 GM) 的 完备 项 点 消去 概 型 . 

下 面 是 首先 由 Rose (1970 [37]) 得 到 而 稍 后 由 Columbic (1978 
EE 推广 的 定理 ， 

定理 5.8.4 (Rose-columbic) K M 是 主 对 角 线 无 零 元 的 
WE, RITA RBS: 

(1) M 是 一 个 完备 消去 概 型 ， 

(2) M 在 限制 条 件 (R) 下 ， 有 一 个 完备 消去 概 型 . 

(3) G(M) E —^ RM. 

在 证 明 上 述 定理 前 , 先 引进 一 个 消去 过 程 的 二 部 图 模型 . 

一 个 二 部 图 H = (VE) 的 一 边 。 = zy 称 为 双 简单 的 
(bisimplicial), 如 果 N(2)UN(y) 导出 H 的 一 个 完全 二 部 子 图 . 注 
X, 一 个 边 的 双 简单 性 在 一 个 导出 子 图 中 是 具有 遗传 性 质 的 ， 
Wo = fel, ez, , en] 是 寺中 的 一 个 两 两 不 相 邻 的 边 的 序列 . 
H S. 表示 边 e1,…,es 的 端点 的 集 ， 设 So = 0. z HH H 的 一 
个 完备 边 消去 概 型 ， 如 果 导 出 子 图 Hy... 的 每 条 边 是 双 简 单 
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MA Hy s, BER XI. 因此 ， 我 们 可 以 把 消去 一 边 ， 看 作 删 去 与 
e 相 邻 的 所 有 边 . 例 如， 在 图 5.8.2 中 的 图 有 完备 边 消去 概 型 
11, 2292: £315; Taya]. 注意 : 初始 边 xz2ys 并 不 是 双人 简单 的 ， 


X4 X2 X3 X, 


EE 5.8.2 
o 的 一 个 子 序列 = [ei ez, , ex (k < n) 称 为 部 分 概 型 
(partial scheme). fif H — c' H Hys, 表示 同样 的 子 图 ， 


考察 M 的 二 部 图 BM). B(M) 的 双 简单 边 对 应 于 M 的 
ENR. HBM) 的 一 个 完备 边 消去 概 型 对 应 于 M 的 完备 消 
m 


现在 ， 我 们 给 出 定理 5.8.4 的 证 明 . 


证 (定理 5.8.4) ”由 定理 5.8.2 知 ， (2)e (3), XE 2) (1) 
是 显然 的 现在， 只 须 证 明 (1)2(3). 


设 M 是 一 个 主 对 角 线 的 元 非 堆 的 对 称 矩阵 , 又 BM) 
的 完备 边 消去 概 型 . 


设 G(M) 有 一 个 无 弦 图 [Vers vaa : + von, vai] 在 . B(M) 
m, 这 对 应 于 由 C = [Zea Yours tt -Ban Van] 所 导出 的 构 形 Bem 
图 5.8.3). 
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H 583 B(M) 的 子 图 BB。 


ACO 的 一 个 顶点 的 第 一 边 e BR e nec 的 一 个 
顶点 , 因为 B. 中 无 一 边 是 双 简 单 的 ; 不 失 一 般 性 , He = muy. 
y. E C, JF H z, & y, TE C 的 对 应 点 . 

因 在 Bo P, N(z2,) = lies, las, Yam} AN (Ya) AN (Ya) N 
N (Yan) = {za}, Teri Ys 的 双 简 单 性 导出 cn WV.) = (za. 由 
对 称 性 Cn N(z,) = {yo,}. FÆ mo ga, 和 2. , 是 边 , 但 Tajo; 
不 是 边 ， 这 便 和 vo y, 的 双人 简单 性 矛盾 ! 因此 G(M) ERH. 
EK. N 

为 了 进一步 回答 “如 何 判断 一 个 给 定 矩 阵 M 有 完备 消去 
硫 型 ”的 问题 我们 引进 一 个 完备 消去 二 部 图 的 概念 (perfect 
elimination bipartite graph). 

如 果 一 个 二 部 图 存在 完备 边 消去 概 型 , 则 此 二 部 图 称 为 完 
备 消去 二 部 图 ， 下面， 如 无 特别 说 明 ， 我 们 把 完备 边 消去 概 型 
简称 为 概 型 . 

如 何 去 构 造 一 个 概 型 ,或 者 说 ， — — 
如 此 继续 , MAM NA? 下 面 定理 将 回答 这 个 问题 ， 
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定理 5.8.5 (Columbic, Goss 1978) #p3E e = zy 是 一 个 完备 
消去 二 部 图 五 = (X. v. E) 的 一 条 双 简 单 边 , 则 HAN 
也 是 一 个 完备 消去 二 部 图 . | 

证 “我 们 要 证 明 : 如 果 召 有 一 个 概 型 [e1,e2z,:…,en]j, ME 
有 一 个 以 e 为 始 边 的 概 型 ， | 

P e; = rin, w € X HycY(i-12.-,n) EX H, & 
H rbi Qs t1) U (YA i-i) HHH. 

情形 1 z-zsHy-wici(L2, n) 因为 一 个 边 的 
双 简 单 性 在 导出 子 图 中 仍 保持 , 于 是 [eeri elfi, . ca 
是 一 个 概 型 . 

情形 2 r ] HY ==. i * j. PIR < j ORM, 
可 调换 X HT). 因此 ， [é,e1,…,ei-i] 是 一 个 部 分 概 型 . 

o 对 于 某 i< h < j 考察 边 zyn 设 存在 m > h 使 得 zmyn 

和 san 是 互 中 的 边 我 们 有 下 列 的 结论 : 


ziti TE H, RR A IS 26 3E ze E, 
hys TE Hy 是 双 简 单 的 蕴 洒 2 € E, 
zy; Æ H ERMEK zay: E E. 


这 就 证 明了 e = [el yei iti ee] 是 一 个 部 分 概 

m. | | 
类 似 地 ， 下 列 的 议论 证 明 : e' . 在 互 是 简单 的 ， E 

Ho 中 也 是 简单 的 ， 如 果 on M a. l. EE, 这 里 st > j, MI 


ay; 在 H ANH AMM ciy: € E, 
ziyi H Hi BOSSA 2. % € E, 
z;y; 在 H, BARA ry € E. 
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B (H — o) - [e] = Hiss, 我 们 得 出 结论 
le, ei; ei-, ei, s ejos eia . en] 


是 一 个 概 型 ， | mE | 

情形 3 » AY 之 一 不 是 在 rz Ay ZA. Nr 2. 
Ny f us ROM i DS j RA 用 类 似 于 情形 2 的 议论 ， 
le, ei. ei, ei: v, en] 是 一 个 概 型 ， 证 毕 . 

H —(V, E) 的 一 双边 ab 和 cd 是 可 分 离 的 ， 如 果 由 cns 
出 的 子 图 同 构 于 2K3. HH 是 可 分 离 的 ， 如 果 它 包含 一 双 可 分 
离 的 边 . FWA 是 不 可 分 离 的 ， 显然， 一 个 不 可 分 离 图 有 至 多 
AEN. HEI. 一 个 不 可 分 离 图 的 任 一 个 导出 子 图 是 不 
可 分 离 的 . 

定理 5.8.6 (Columbic, Goss 1978) N H = (X, Y, E) 是 
一 个 不 可 分 离 的 二 部 图 ， 则 每 个 非 孤 立 点 z 是 H RN 一 双 简 
单 边 的 端点 ， 

证 设 z 是 一 -个 非 孤 立 点 ， 它 不 是 任 一 AW n ma 
. 不 妨 设 zeY; 令 roz 是 任 一 . 我 们 将 构造 一 个 xm 
集 的 无 限 链 

AO CAIC . CAT 


这 与 X 的 有 限 性 矛盾 ， 假 设 已 知 子 集 


X. 一 {2o,#1,° me Ek) CX 


Yk = le, hi,. Me} OY 


使 得 | 
ry € E = í < j, VMA 0 < ¿j < k 
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且 : ., 
ziz € E, HHH OSI < k. 


(24 k = 0, 任意 边 zoz 是 归纳 法 的 起 点 ). 

zkz 不 是 双 简 单 的 ， 故 存在 点 z 和 v (Z 2), LET 
zz € E HE zy é E. Aff y F Yi. 同时 , 对 所 有 0 <; < k, AA 
和 ky 不 是 可 分 离 ， 这 就 导出 ma € E. 但 cu ¢ E. 于 是 z é X. 
et, MIT z = ALI HY = yan BS XI = Xs U (zii) 和 
Yea = Yk U (ji). 由 此 可 作 下 一 次 选 代 构造 ， 此 算法 可 无 限 
地 继续 , HX MY 是 有 限 的 这 是 一 个 矛盾 ， 于 是 ， 卫 必须 
有 一 个 双 简单 边 ， 它 的 一 个 端点 是 EE. | 

KK 5.8.7 ”每 一 个 不 可 分 离 二 部 图 H 是 一 个 完全 消去 二 
部 图 . 

证 ”由 定理 5.8.6, 可 知 ， 五 有 一 个 双 简 单 边 ， 于 是 由 定 
E555 可 得 此 结论 . EE. 

至 此 , 我 们 给 出 了 一 个 完备 消去 二 部 图 的 充分 条 件 , 这 也 是 
完备 高 斯 消去 的 一 个 模型 . 我 们 还 可 以 证 明 ( 见 89]): 每 个 长 大 
于 4 的 图 都 有 弦 的 二 部 图 ( 称 为 弦 二 部 图 一 一 chordal bipartite 
graph) 也 是 一 个 完备 消去 二 部 图 ， 然而 ， 判 斯 一 个 图 是 完备 消 
去 并 不 能 描述 出 一 个 图 的 特征 . K. E, 设 互 是 一 个 有 顶点 集 
lun. va, , Un} 的 二 部 图 ， 增 加 一 组 新 的 顶点 fun wa, , .] 
并 连结 vi 和 wi, i = 1,…,n, 这 个 扩张 的 图 是 一 个 完备 消去 二 
部 图 旦 完全 掩盖 了 E 的 结构 . 因此 , 不 可 能 用 某 些 禁用 构 形 ， 
或 子 图 来 描述 完备 消去 二 部 图 的 特征 ， | 


$5.9 EF Hermite 矩阵 的 组 合 结构 


我 们 知道 , 有 相当 广泛 应 用 的 一 类 复 域 上 的 矩阵 — Hermite 
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EEX NEN | 
n Bri A= (au) 称 为 Hermite 矩阵 ， 如 果 4 = AT, 这 里 
Ir (di. 我 们 记 所 有 n Bt Hermite 矩阵 的 集合 为 Hn. 
^ B&B, X Hermite 矩阵 就 是 实 对 称 矩 阵 . Hermite 矩阵 有 
i 多 特别 的 性 质 ， 例 如 
对 任意 的 % 阶 方 阵 A, A+ AT e Hn, AAT € H., ATA € H. 
X ACH, W| A“ E ,上 是 任意 自然 数 ， 若 4 又 是 非 奇 
tH. M A` eH, 
A A,B € Hn, 则 对 所 有 实数 a,b, aA +bB = H. 
车 4A€ 8H, 则 4 的 所 有 主 对 角 元 都 是 实数 . 
HAC H., 如 果 对 所 有 的 非 零 n 维 列 向 量 X( 复 数 域 上 )， 
有 | i ý 
XTAX > 0, (5.9.1) 
则 称 4 为 正定 (Hermite) 和 矩阵， 如 果 (5.9.1) 中 所 要 求 的 严格 不 
等 式 减弱 成 XTAX > 0, 则 称 A 为 半 正 定 (Hermite) 矩阵 ， 上 
述 两 个 不 等 式 意味 着 ， 当 ACH, H, XTAX 是 一 个 实数 ， 显 
然 ， 正 定 矩阵 必 是 半 正 定 矩阵 ， 但 反之 不 然 ， 如 矩阵 A, ER 
半 正 定 阵 但 非 正定 阵 ， 
半 正 定 Hermite 矩阵 有 下 列 一 些 重要 性 质 (以 下 ， 我 们 把 
半 正 定 Hermite f HM N EE NAR). 
3E JE EE BU 3E ft SR PE A RE IE E kE BE. 
4 是 半 正 定 的 ， 当 且 仅 当 它 的 所 有 特征 值 都 是 非 负 的 . 
X A E Ha, WJ A 是 半 正 定 ， 当 且 仅 当 det A; > 0, i = 
1.2, n, SAT A BAK ER ET. 
(aj) € Ha, 4 是 半 正 定 阵 ， 则 


det A < II ai. (5.9.2) 
121 
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E al > 0, 1 1, 2, . n, (5.9.2) 等 式 成 立 ， 当 且 仅 当 4 是 一 个 
对 角 阵 . 
TEE ———— 1 在 线 
性 代数 或 矩阵 论 的 著作 中 都 可 以 找到 ， 现 在 ， 我 们 讨论 半 正 定 
Hermite x f ff fn ff N E. 

假如 我 们 想 用 每 次 填写 一 个 元 素 的 方式 构造 一 个 nxn 半 
正定 Hermite 矩阵 A = (au). 由 于 A € Hu, 故 每 当 确定 了 一 个 
K up itj 就 意味 着 as = mu. 所 以 ， 除 对 角 元 外 ， 其 它 元 
” 素 是 可 以 成 对 填写 的 .事实 上 ， 就 Hermite 阵 来 说 ， 我 们 可 以 
自由 地 确定 主 对 角 线 中 的 任意 ”个 实数 和 非 主 对 角 线 中 的 任 
| É inln- 1) 个 复数 元 ， 但 我 们 考虑 的 是 半 正 定 Hermite PE. 
因此 ， À 的 主 对 角 元 应 是 非 负 实 数 ， 并 且 4 的 每 个 主子 矩阵 
的 行列 式 非 负 ， 因 此 ,我 们 在 填 满 一 个 主子 方 阵 时 必须 使 其 行 
SH AE H. 要 保证 做 到 这 一 点 ， 并 不 是 容易 的 . 我 们 可 能 
在 步 步 按照 规定 直入 一 部 分 元 素 后 , 无 法 再 填 入 其 它 元 素 使 保 
持 各 主子 矩阵 的 行列 式 非 负 , 我 们 用 一 个 例子 来 体会 一 下 这 种 
i. 

例如 ， 若 我 们 在 下 列 一 个 4x 4 矩阵 中 已 填 入 了 一 部 分 元 
素 : | 


这 对 所 有 主子 矩阵 的 行列 式 非 负 : 对 角 元 都 是 正 数 ，2 24 


—O 子 阵 的 行列 式 都 是 0. 3 x 3 的 主子 和 矩阵 尚未 形成 ， 现 假设 在 位 


E (13) 中 填 入 一 个 复数 a, 位 置 (3,1) 处 填 入 一 个 z, WERA 
个 3x3 主 子 方 阵 ， 其 行列 式 分 别 是 
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2Re(a) — (1 + aj?) 和 — 2Re(a) — (1 + |a|2). 


但 任 一 复数 = 都 无 法 使 两 个 数 同时 非 负 .于 是 ,. 我 们 使 不 能 往 
下 做 了 . | 

一 般 而 言 , 判定 一 个 已 痢 分 填 好 的 矩阵 能 否 补充 填 入 使 最 
终 构成 半 焉 定 Hermite 矩阵 是 一 个 困难 的 多 变量 问题 . 近年 ， 
R. Grone & (M [41], 或 42]) 结合 图 论 的 技巧 成 功 地 解决 了 它 . 

RG = (VE) 是 一 个 有 限 无 向 图 ， 它 允许 有 环 . BV = 
{1,2,--+,n}, 定义 一 个 复 域 上 的 G- 部 分 矩阵 (O partial matrix) 
为 (aij)o 或 A(G), 这 里 ay 被 确定 当 且 仅 当 li, J] € E (ay 被 确 
定 当 且 仅 当 a N] — 

A(G) = (aij)a 的 完备 (completion) R nn ERE M = 
(ms), BRE my = ai, 对 所 有 {i3} € E. 我 们 说 M Æ AG) 
的 一 个 正 完 备 (IER OE A) MARY M 是 AQ) 的 一 个 完备 且 
M 是 正定 (F ESE). 

若 e 不 是 G 的 一 边 , 则 G+e 表示 在 图 G 中 添加 边 。 所 得 到 
的 图 . 我 们 用 y = (vi, , v) ER H G HHN vi; vz. , v. 
所 组 成 的 长 为 。 OM. 图 RR (nov; e E, 这 里 
1<i<j <a, {ij} III, s] H li- j| Z 2. By 称 为 最 小 的 是 指 
G 中 的 其 它 圈 均 有 一 个 顶点 不 在 Y 上 , 或 者 等 价 地 说 ，” 没有 
. 

G 的 一 个 序 (ordering) 是 一 个 双 射 : 11, 2, --,n). 如 
M ala) < a(y), 则 被 认为 y 在 z 后 (EF ath 

G 称 为 一 个 带 图 (band graph), 如 果 存 在 G 的 一 个 序 a 和 
一 个 整数 m,2 < m < n, 使 得 (z, y) € E 4AM Ja(z) -o(y)| < 
m- 1. 例如 ， 下 图 G, 便 是 一 个 带 图 ， Km = 3, WG, 中 ， 
{ij} € E, SAMS |i- j| < 2. 
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图 5.9.1 


RV = 11, „n, H AG) = (alo 是 一 个 G- 部 分 矩 
B. A(G) 称 为 一 个 G- 部 分 正 (AEM) AE (O. partial positive 
(nonnegative) matrix), 如 果 

(1) 对 所 有 {i,j} € E, a, = Go, 

(2) 3} G 的 任 一 个 团 C (这 里 的 团 是 指 G 中 环 点 组 成 的 最 
大 完全 子 图 ), A(G) SEF (a:i) 是 C 的 顶点 ) 是 正定 
( 半 正 定 ) 的 . | 

Ë G= (V,E) 是 7 了 = (VB) M- TE. ( E c P). 一 
ME (b) 是 对 所 有 {3,5} € E, bi; = ay, 这 事实 上 是 
G- 部 分 矩阵 的 扩充 ,于 是 A(G) 的 一 个 完备 是 A(G) 相应 V 上 
完全 图 的 一 个 扩充 . . 

我 们 称 图 G 是 可 完备 的 (completablej( 非 负 可 完备 的 ) (aon- 
negative-completable) 当 且 仅 当 任何 的 G- 部 分 正 (G. 部 分 非 负 ) 
矩阵 有 一 个 正 (EN 完备 . 

| 我 们 将 证 明 ， 可 完备 与 非 负 可 完备 是 一 臻 的. 

定义 工 是 @@ 中 带 环 的 顶点 的 集 , BB z e L 24 A 24 {2,2} € 
E. X HEK, R LON L= II. kh 18 k < n. 

EA 5.9.1 (41) G 是 可 完备 的 ( 非 负 可 完备 ) AHK 
G 中 由 工时 出 的 子 图 是 可 完备 的 ( 非 负 可 完全 的 ). 

证 (可 完备 的 情形 ) ” 令 G' 宕 工 的 导出 子 图 . # C 是 可 
完备 的 ， 则 G' 是 可 完备 的 ， 因 任何 的 团 的 顶点 必 被 包含 在 L 
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T. KZ, K | | 
A(z) = »" "i ) 
12 27 十 五/ 

这 里 Au BERM kx k H, HA (n— k) x (n — k) ËJ Hermite 
阵 ， 则 对 充分 大 的 正 数 z, A(z) 也 是 正定 的 ， 非 负 可 完备 的 情 
形 类 似 可 证 明 ， 证 毕 . 

由 上 面 定理 ， 今 后 ， 我 们 不 妨 设 工 = II. n). 

定理 5.9.2 (Grone, Johnson, Sa, Wolkowicz [42])) G 是 可 
完备 的 当 且 仅 当 G 是 非 负 可 完备 的 . | 

证 设 G 是 可 完备 的 且 4 = (as) a 是 一 个 G- BAER 
SRE. 令 Ay = A+ (%. 使 得 对 每 个 天 = 1. 2. „ 是 一 个 
G- 部 分 正 矩 阵 . & M. 是 A, 的 一 个 正 完备 ， 因 为 工 = V, K 
序列 (M) 是 有 界 的 ， 于 是 有 一 个 收敛 子 序列 ， 此 子 序列 的 极 
限 将 是 4 的 一 个 非 负 完备 ， 

MAG 是 非 负 可 完备 的 且 4 = (ae 是 一 个 G- PAE 
BE. 选择 = >0 使 得 4 一 eI 仍 是 一 个 G- 部 分 正 矩阵 : $ M 是 
A-el 的 一 个 非 负 完备 , 则 M+el 是 4 的 一 个 正 完备 . EE. 

由 定理 5.9.2 以 后 ， 我 们 将 只 用 “可 完备 ”的 术语 ， 

现在 ， 我 们 考察 可 完备 图 的 一 些 特征 . 

在 $5.8 H, 我 们 在 论述 完备 消去 次 序 问题 中 使 用 过 弦 图 ， 

图 GG 的 一 一 个 序 是 完备 消去 序 (perfect elimination ordering), 
如 果 对 于 每 个 v € V, & 


(z € V | {v, 2} € E, a(v) < o(z)) 


是 G 的 一 个 团 的 顶点 集 ，  —w— 

由 定理 5.8.4 可 知 ， 信 有 一 个 完备 消去 序 当 且 仅 当 G 是 一 
KH. | 

1981 年 H. Dym # I. Gohberg ([43]) 证 明了 
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定理 59.3 G 是 一 个 带 图 ， 则 G 是 可 完备 的 . 

注意 到 带 图 也 是 弦 图 ， 作 为 上 述 定理 的 一 个 拓 广 ,我 们 证 
明 一 个 更 广泛 的 结论 ， 

定理 5.9.4 (Grone, Johnson, Sà, Wolkowics II) G 是 可 
完备 的 当 且 仅 当 G E — NAH. 

为 了 证 明 上 述 定 理 ， 我 们 先 证 明 下 述 引 理 . 

HE Er MEE 没有 长 怡 为 4 DRYER FA 
NW. | | | 

REM TL u Riv, u Z v, lu, v] é E, Ë] G + (uv) 有 一 
Nu — f u 和 w 的 最 大 团 . (5.9.3) 

(Bis C 30 C' k G+ u,u) PAS u 和 vw WH, N. 
也是 包含 和 vw Hf). | 

证 EGE REKA 4869538 B u, v, C, O BF (5.9.3) 中 
所 描述 的 量 . 我 们 将 证 明 : CUC 是 G+ (uv) 中 的 一 个 团 . R 
z€OCyz SC. MIN (2,27) Æ G + (uv) 的 一 边 ， 若 z= z 
B (2,2) n (uv) & U, RERAN. 于是， 我 们 可 以 设 ,2,0,z 
是 4 个 不 同 的 元 . AM, (u, 2, v, 2) E G+ (uv) 的 一 个 圈 ， th 
E G 的 一 个 圈 . 因 G 不 含 长 为 4 的 最 小 圈 ， 故 {uv} BR fz, 2) 
必 有 一 个 是 G 的 一 边 . 因由 所 设 (uv) 不 是 G 的 一 边 ， 我 们 
Em: (zz) É N-. Fe, (2, z) E G + {u,v} 的 一 
. HCUC' E G+ (uv) 的 一 个 团 . 

RZ, Ry = (, u, y, v) N -NR H. 于 是 ，{z,y} 和 
{u,v} F 的 边 , WJ C = (z, u,v} FC" = lu, u, v] & G+ (u,v) 
的 团 ， 它 们 包含 和 vw, 因而 CUC' 不 是 G+ {u,v} 的 一 个 团 ， 
因为 (zy) PÆ G BE G + {u,v} 的 一 边 ， 帮 (5.9.3) 不 成 立 , 证 
. 

由 此 可 知 ， 一 个 弦 图 必 满 足 (5.9.3). 
31 5.9.6 RG = (V', E") 是 由 图 G = (V, E) 中 的 子 集 
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V CV 的 导出 子 图 ， 如 果 G 是 可 完备 的 ， 则 G' 也 是 可 完备 
的 ， 

证 4A = (aa 是 任 一 个 C- BTA. && 
个 G- 部 分 非 负 和 矩阵 A = (aij)c 

_ Í ay, T li. j] e E. 
oo lues NME, 

因 是 可 完备 的 ， 由 定理 5.9.1, 有 一 个 4 的 非 负 完备 M, 其 
行 、 别 号 对 应 于 V 的 主子 矩阵 M 是 4 的 一 个 非 负 完备 . 

8138 5.9.7 ， 存 在 一 个 唯一 的 x LTE EMEP A = (au), 
EW E E 

l 4 = 1, HH li- j| < 1, (5.9.4) 

即 4 是 一 个 全 I 35EBE. 

证 IIK MIE K. XE Ek —2, BR. Wk = 3, 4 
易 直 接 验 证 . UE k>4 B kx k ARMA (5.94) K HN IE 
MBE. K 1 S143 Sb, H -l 2 2. RPM 3 B, 98 5.9.7 
NIL, N Ff, Ji, 1 1, 7 的 4 的 3x3 主 子 矩阵 是 
半 正 定 的 且 满 足 (5.9.4). 便 得 oy = LA 是 全 1 A. IEK. 

现在 ， 我 们 给 出 定理 5.9.4 的 证 明 ， 

必要 性 . VEG 是 一 个 可 完备 图 假设 G 有 一 个 长 >4 的 最 
ABR 7. 不 失 一 般 性 ， 设 了 = (l, 2, , H. XR O 是 G 中 由 顶 
点 (Lk) 导出 的 子 图 . BR kxk HI G'- 部 分 矩阵 水 = (ai), 
其 定义 如 下 : | 


4% 1 车 -让 <1 
| aj, = —1(= eu) 


容易 看 到 ，A' 是 一 个 G. 部 分 非 久 矩阵 ( 仅 需 检查 2 阶 的 主子 
x). 由 引 理 5.9.7, 对 于 一 个 半 正 定 矩 阵 ， A 不 是 可 完备 的 . 
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于 是 ， G 不 是 可 完备 的 。 可 是 由 引 理 5.9.0, 6 是 可 完备 的 ， 
便 得 矛盾 . 

充分 性 . 设 G 是 一 个 顶点 集 为 {1,2,…} 的 弦 图 且 不 是 完 
SH. 记 G = Go, Gu G, 是 满足 定理 5.8.3 条 件 的 一 系列 获 
Hl. XK 4 是 任 一 G- MAE. 

”车 可 以 证 明 : 存在 一 个 G1- 部 分 正和 矩阵 A, 它 可 以 扩充 到 

A, W A 的 一 个 正 完备 的 存在 性 便 可 用 归纳 法 证 出 ， 

设 {u,v} 是 G 的 一 边 但 不 是 G 的 一 边 , 由 引 理 5.9.5, 存在 
G, 的 唯一 的 一 个 最 大 团 C, EAA u 和 v. 不 失 一 般 性 ， 我 们 
假设 C 的 顶点 集 是 {1,…,p} B u= I, =p. 对 任 一 个 复数 2 
+ AZ) 表 扩 充 到 A 的 G1- 部 分 矩阵 ， 它 在 位 置 (1,p) 上 是 2 
在 位 置 (p,1) E Z. $ M(Z) 是 ALZ) 的 pxp 首 主子 矩阵 . 
因为 包含 {1p} 的 任 一 个 团 的 顶点 是 子 集 {1,…,p}, ALD K 
一 个 G1- 部 分 正和 矩阵 当 且 仅 当 MZ) 是 一 个 正定 矩阵 . sts, 
我 们 只 须要 证 明 : 对 某 个 Zo, MZ) 是 一 个 正定 阵 . 

在 图 G h, f C 的 顶点 集 所 导出 的 子 图 恰好 有 边 集 


111, JJ: - SP 2,1 81 , <p}. 


于 是 ， 这 是 一 个 带 图 ， 由 定理 5.9.3, 必 存 在 所 求 的 Zo, G 是 可 
完备 图 . IEK. 

如 果 我 们 用 C(G) 表示 具有 下 列 性 质 的 所 有 已 部 分 寺 入 的 
nx HHN A = (aij) 的 集 : 

(1) Kat; BWA, H aj; BABA, H aji = a3 (i, = 
1. n). 

(2) A 中 每 个 已 填 满 的 主子 矩阵 有 非 负 行列 式 , ` 

(3) G(4) G 是 一 个 顶点 为 {1,…,n] 的 图 ， 则 上 述 的 结 
BR: HRG ÆRE, C(G) 中 每 个 已 部 分 填 入 的 抵 
阵 可 补充 成 一 AFE E EBE. 
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$5.10 ”矩阵 特征 值 的 估计 


在 研究 微分 方程 组 或 统计 学 ， 数值 分析 中 ， 我 们 常常 明 到 
对 和 抢 隆 特征 值 的 估计 问题 ， 


对 角 和 矩阵 的 特征 值 是 容易 确定 的 ， 并 且 和 矩阵 的 特征 信 是 其 — 


诸 元 素 的 连续 函数 ， 一 个 自然 的 问题 是 : 如 果 和 矩阵 的 非 对 角 元 
相对 于 主 对 角 元 是 “小 " 的 ， 那 么 ， 关 于 它 的 特征 值 ， 我 们 能 
作出 什么 估计 , 我 们 是 否 能 够 在 一 个 容易 刻 划 的 有 界 倚 上 入 计 
一 个 矩阵 的 特征 值 - 

复 分 析 的 结果 表明 : 一 个 多 项 式 的 各 个 系数 的 足够 小 的 变 
化 只 会 引起 一 零点 的 一 个 小 的 变化 , 这 一 原理 在 矩阵 分 析 中 有 
极 重要 的 意义 . 因为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 xa(X 的 诸 系 数 是 4 
的 各 元 的 连续 函数 (多 项 式 ), H xal) 的 等 点 是 4 HAN MEH. 
LET TT4. 52521 1:89 的 各 元 的 足够 小 的 变化 只 会 
引起 xa) 的 系数 的 一 个 小 的 变化 , 而 它 只 会 导致 特征 值 的 一 
个 小 变化 . 因此 ， 实 的 或 复 的 方 阵 的 特征 信 连 续 地 依赖 于 它 的 
各 个 元 . | 

Bon 阶 复 域 上 方 阵 集 为 Mn HA = (04) € Mu, M| À = 
D 4 B, HP D = dieg(an . ann). 而 BMRA 0. 如 果 对 任 | 
Ne e C (IA), + A, = D+eB, 则 ho = D, A1 = A. Ao 的 
特征 值 恰 好 是 复 平面 中 的 点 an, , ann, 我 们 有 理由 推测 : 若 
EB N, I A. 的 特征 值 将 位 于 点 ELS DET 
rh. 下列 的 Geršgorin MARMARA: 确实 存在 某 些 以 点 “ 
4 为 中 心 的 圆 盘 ， 它 们 包含 着 各 个 特征 值 . mE 

定理 5.10.1 (Gerggorin [441) & A = (ag) E Mas 又 设 


E 


R. (A) = Y` layl, l<i<n. 
E | 
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表示 4 的 各 去 心 绝对 行 和 ， 则 A 的 所 有 特征 值 都 位 于 个 贺 
盘 的 并 
Utze C: |z an < Ri 9 G(A) (5. 10.1) 
t=1 
rh. Sob, MN n SAR PA 个 之 并 形成 一 个 连通 区 域 ， 
且 它 与 所 有 余下 的 n-k PARMAR, IU RIE 
A 的 上 个 特征 值 . | 
证 ” 设 入 是 有 4 的 特征 值 , H AX = MX, X = (x1, rz. , u) T 
0, 其 中 有 一 个 分 量 z, 有 最 大 绝对 值 ， 即 jxp| > lel, zp Z 0, 
1 = 1, 2, m. 于 是 


Az, = (AX), = 》 agjz;, (5.10.2) 
j=l 


这 里 (AX), RAK (Ax) 的 第 p 个 分 量 ， (5.10.2) 等 价 于 


gp(À — app) = > Gp;Z;. 


j=l 
jp 
另 一 方面 ， 由 三 角 不 等 式 得 
" * 
[2tp||A — appl = Large < L lagiz;l 
— ! — 
jp 777 
=P leoslleal < |z;| L lar, = sR. 
ju 14 


因而 ,对 某 个 p, A- appl S Ro, 即 入 位 于 中 心 为 app, EBH Re, 
的 闭 圆 盘 中 ， 因 为 我 们 不 知道 具体 的 p, SCRIBE: A 位 于 
所 有 这 些 贺 盘 的 并 中 ， 即 区 域 (5.10.1). 
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现 证 明 第 二 个 论断 . 记 4 = DB, $P D= diag (ali, . , ann). 
H A, = D+eB. 注意 ， Ri(Ae) = Ri(eB) ) = €R,(A). 为 方便 ， 
AUER k NN 


Ut eo: z- ai «FAY 

i=1 
形成 连通 区 域 C, 且 它 余下 的 n — k PRA M G 
.不 相交 注意， 对 所 有 e e [0,1], A, 的 前 上 NERD. 


k 
Gle) = Ute <C :lz 一 ax| S NIA.) = sR;(A)) 
i21 

包 会 在 连通 集 G, = G,(1) 中 ， 不 过 ， 对 所 有 这 样 的 z, Gele) 可 
能 本 身 不 是 连通 集 ， 此 外 ， Gue) 中 没有 一 个 与 G, 相交 . 

对 每 个 i= 1,…,k, 考虑 特征 值 (Ac) = au DA A. (A.), 
e > 0. 因 特 征 值 是 A, 诸 元 的 连续 钞 数 . 又 因 对 所 有 e e [0,1], 38 
H XA.) € Gale) C Ge, 所 以 每 个 Ail Ao) 通过 Gu 中 由 AG): 
o Se < 1 给 出 的 连续 曲线 与 某 个 和 (41) = MA) 相连 结 ， 对 于 
每 个 ee [0,1], BA, Æ Gile) 中 至 少 包含 A, 的 个 特征 值 ， 
但 Grle) 中 A. 的 特征 信 又 不 会 多 于 个 ， 因 Ao EXER n-k 
个 特征 值 作 为 一 些 连续 曲线 的 起 点 落 在 连通 集 Gh 之 外 ， 而 其 
终点 肯定 在 补 区 域 G8 内 由 连续 性 和 连通 性 (连续 函数 中 间 
值 定理 ), 它们 不 能 跳 越 Gg 与 G, Z ft HMR. IE. 

— (510.1) 中 的 区 域 称 为 4 的 ( F T) 的 Gerzgorin K M. 
G(4) 中 的 各 个 圆 盘 称 为 Gerigorin MK, HN NN 
称 为 Gerigorin HN. H A 和 AT 有 相同 的 特征 值 ， 故 可 以 把 
_Gertgorin Mf HF Ar, 得 到 相应 关于 列 的 圆 盘 定理 ， 

如 果 对 某 一 类 和 矩阵 A 增加 某 些 信息 , 则 由 此 信息 及 Gerzgorin 
定理 给 出 特征 值 更 为 的 准确 的 估计 . 例如， 如 果 A 是 Hermite 
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BEDE, M| A 的 特征 值 必 是 实 的 ， 它 们 一 定位 于 RNGA) ch, 
它 是 实 闭 区 间 的 有 限 并 ， 因 一 个 矩阵 非 奇异 (可 逆 ) 当 且 仅 当 
0 不 是 其 特征 值 ， 故 我 们 应 考虑 从 包含 特征 值 的 已 知 区 域 去 挤 
原点 的 条 件 ， 

A= (a4) € Ma, 矩阵 A 称 为 对 角 占 优 的 ， 如 果 


Ja] > > laiz} = Ry. (6.10) 
yn 


Hi 1. n 成 立 . 称 A 为 严格 对 角 占 优 > 如 果 把 (5.10.3) 
RAE ">" pex; . 

如 果 A 是 严格 对 角 占 优 的 ，0 不 可 能 位 于 任何 闭 Geršgorin 
Bh. MRA EM AT an 都 是 正 实数 ， 则 每 个 圈 盘 实际 
上 位 于 右 半 平面 内 ， 如 果 4 还 是 Hermite SERE, 则 特征 值 一 定 
都 是 正 数 ， 于 是 有 

E 5. 10.2 A= (a4) M, 是 严格 对 角 占 优 的 ， 则 

(1) A 是 可 逆 阵 . | 

(2) 35 A 所 有 主 对 角 元 均 正 ， 则 4 的 所 有 特征 值 都 有 正 实 
部 . 

(3) 3$ 4 是 Hermite SH, H A 的 所 有 主 对 角 元 均 正 ， 则 
A 的 所 有 特征 值 都 是 正 实数 . 

上 述 定理 表明 ,严格 对 角 占 优 是 矩阵 可 逆 福 的 充分 条 件 . 
但 对 角 占 优 则 不 是 ， 我 们 可 以 考察 下 列 反 例 


421 
Ë 0 
0 1 1 
如 果 4 是 对 角 占 优 的 ， 则 0 不 可 能 是 G(4) 的 内 点 ，0 可 


能 是 G(4) 的 边界 点 且 位 于 多 个 Gersgorin I A fl l N. E. 即使 
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这 样 ，0 还 可 能 不 是 4 的 特征 值 . 我 们 进一步 分 析 ， 当 G(A) 
的 边界 有 一 个 特征 值 时 ， 情 况 如 何 ? 先 证 明 下 列 

引 理 5.10.3. N A = (a) € Ma, A Æ A EF GCA) 的 边 
界 上 的 特征 值 ， 设 AX = AX, X Z 0, id maxicicn tzl = lello, 
假定 p 是 使 |zp| = lelo A 0 的 一 个 下 标 - 

(1) M & A be = |zp| 的 任 一 个 下 标 , II H- = Fk, 
即 第 上 个 Geršgorin xt A; 

(2) 如 果 对 某 个 天 = 1,---,n, le = [zp], REREN j Ik. 
ak; #0, 则 也 有 , = joy]. 

证 ”如 定理 5.10.1 证 明 中 所 得 


(A — ai) = 3 ^ aua; 
=1 


ati 
WHA i= 1, . n 成 立 ， 因 而 
"n n 
A- aslie Lag, € V. lai] 
121 j=l 
37 joi 
T" 性 
一 >》 ja IE < > la:, vp = Rilzpl. (5.10.4) 
$=1 j=l I ` - 
$i js 


B, XP k EE lar = lep 的 任 一 下 标 ， 必 有 
A — art < Ri. 


但 因 和 位 于 G(A) 边界 上 ,因而 对 所 有 i=1,…,n 有 | 和 ai| > 
Ri. PABA, OM = k, 在 (5.10.4) 的 不 等 式 两 边 ， 应 取 等 式 ， 


n 


[A aralle] = 2 las;liz;| = 3 langle! 


j=1 3=1 
jk jk 
= Ry|zsl. (5.10.5) 


H [es] = lielo > 0, 故 论断 (1) 可 由 恒等式 A- anlier] = Files 
时 出 ， 
论断 (2) 可 从 (5.10.5) 中 的 中 间 恒 等 式 


- n 


> lesen] ) = 0 
j=l 
ET 


推出 ， 因 为 在 此 和 中 每 一 项 必 非 负 ， 证 毕 . 

于 是 立即 可 得 到 

定理 5.10.4 AE M, AA A 的 特征 值 ， 且 是 G(A) 的 
NA, MAMAS, N 

(1) 么 的 每 个 Gerligorin [xt A. 

(2) # AX = AX, X £0, WHA i, j =1,---,n, H |z,| = 
E E 
作为 Gerigorin 定理 的 推广 ， Brauer EAR IBN # AYE ë pf 
考虑 在 矩阵 中 一 次 取 两 行 ， 于 是 几何 区 域 不 再 是 回 盘 ,而 称 作 
Cassini Ip . 在 证 明 中 ， 不 仅 选择 特征 向 量 的 一 一 个 最 大 模 分 
. 量 ， 而 且 还 选择 两 个 最 大 模 分 量 . 

SEE 5.10.5 (Brauer [45) NK A= (aj) € Mn, A 的 所 有 特 
征 信 位 于 n(n — 1)/2 个 Cassini 卵 形 的 并 


U be C: lz -oullz— aj;| < Ri RR) ` (5.10.6) 


$j-1 
ij 
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m. 

证 设 和 是 4 的 特征 信 ， AX = AX, HX £0, WX 
的 一 个 分 量 有 最 大 绝对 值 ， 例 如 .zp, 使 得 对 所 有 i = 1,…,n 有 
zl > [zi] H zç Z 0. H A 的 所 有 对 角 元 都 包含 在 区 域 (5.10.6) 
中 ， 故 ， 当 它 的 相应 特征 向 量 只 有 一 个 非 零 元 时 ,特征 值 和 在 
此 区 域 中 . 

NN E N X 至 少 有 两 个 非 零 元 ， 设 ze 是 具有 第 二 
个 最 大 绝对 值 的 分 量 ， 即 对 所 有 i = LosnizpHzQz0 
zç #0, H 8 P317 > leil. | : 

H AX = XX, 得 


zp (À — app) = $, aps zy. 


j= 


jp 
虫 此 得 
el- appl = = Yun < X 
ite in : 
< Y lapila] = Rel 
zer 
N. . 
ed. 
A- apl < 25 (6.10.7) 
但 
640 agg) = Sages 
770 
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由 此 得 


1A — ER S gl 


j=l 
jq 3*4 


< Y aj e = Rez. 
ji 
jq 
或 


had R (6.10.8) 


取 (5.10.7) 和 (5.10.8) 的 乘积 得 | 
[A= appllà — 25 zm, ~ RJ, 
— 位 于 区 域 (5.20.6) 中 IEK. 

在 Brauer 的 想法 的 启发 下 , 人 们 曾 考虑 过 一 ARERR 
行 的 尝试, 但 不 幸 的 是 ， 所 得 到 的 区 域 并 不 包含 所 有 特征 值 , 
甚至 有 可 能 不 包含 任何 特征 值 ， 因 此 ， 这 种 尝试 行 不 通 。 

R. Brualdi 由 矩阵 的 有 向 图 出 发 ， 分 析 了 上 述 推广 的 成 功 
与 失败 的 例子 , 发 现 了 它 眼 矩阵 有 向 图 的 有 向 闭 途 径 和 连通 性 
有 极 大 关系 ， 于 是 实现 了 六 的 推广 . 

在 叙述 Brualdi fg F- Z HH, RIAN N N HM HN 
. U f 
有 向 图 工 EMEN (cyclic connected), 当 且 仅 当 从 每 个 顶 
点 到 某 个 其 它 顶点 有 一 条 有 向 路 及 返回 的 有 向 路 . 这 等 价 于 , 
T e ER (an 3E). 一 条 平凡 半 
途径 指 一 个 环 . 

我 们 热 知 T(4) A HN A 是 不 可 约 ， 类 似 地 ， R 
们 定义 : 当 且 仅 当 T(A) Af. ANAT ERE (weak 
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irreducible). 从 矩阵 的 组 合 结构 来 分 析 ， 4 是 弱 不 可 约 的 ， 当 
AR AMET i= 1, on 4 的 第 i 行 至 少 有 一 个 非 零 非 对 角 
r at., 使 得 4 有 一 个 非 零 元 序列 al , ds, Gk. 适合 
b= ji M km = š. 

集 S$S 上 的 一 个 预 序 是 定义 在 5 M)BUR AZM R, 使 
得 对 任 一 对 元 素 x,y € S, 有 zRy 或 yRz, 或 者 两 者 都 成 立 . — 
个 预 序 是 自 反 和 传递 的 , 但 一 般 来 说 无 对 称 性 且 还 可 能 有 zRy， 
yRz 而 无 z = y. S 的 子 集 So 中 的 点 z 称 为 So 的 极 大 元 ， 是 指 
zRz 对 所 有 z € S 成 立 . 

# SJÉdEZUN AK. 在 3 上 上 定义 了 一 个 预 序 R, 把 它 的 诸 
元 素 排 成 任意 顺序 ai, . 令 z = zi, MH TT REA 
否则 令 z = z;, 对 余下 元 素 继续 这 样 做 ， 由 预 序 的 传递 性 质 ， 
z 的 最 后 值 就 是 S 的 极 大 元 . 因此 ， S 至 少 包含 一 个 极 大 元 . | 

考虑 一 个 有 向 图 T, E P; 是 T 的 一 个 顶点 ， 定义 T out (Pd 
是 由 不 同 于 P 的 顶点 组 成 的 集 ， 且 从 P. 经 过 长 为 1 的 某 条 有 
向 路 可 以 到 达 其 中 每 一 个 顶点 . 注意 , E T AMEN. 则 对 每 
个 工 中 的 顶点 Pis Tout (Fi) T a 

定理 5.10.6 (Brualdi [46]). ` = (aij) € M, ERAT 
4, WA BEARTA ERA | : 


U 4zec:][ti-ous II E (5.10.9) 
4€C(A) Pied Ney I 


FH, 这 里 C(4) E T(A) PEF NHR EAR. y = (RB. P. N. 
Py, = Pixs 则 在 (5.10.9) 中 的 每 个 乘积 恰 含 上 个 因 式 ， 且 下 标 
i E i:, iz, „ RP. f 

证 设 和 是 4 的 特征 值 ， 且 对 4 的 某 个 主 对 角 元 有 入 = 
au, WA 显然 在 (5.10.9) rh. N 4 是 弱 不 可 约 ， 故 R: > 0, 这 
时 ， 入 位 于 区 域 (5.10.9) 内 部 . 车 4 的 每 个 特征 值 都 等 于 么 的 
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ETENAZ, 则 4 的 所 有 将 征 值 都 在 区 域 (5.10.9) 的 内 部 ， 
这 时 定理 得 证 ， 

车 对 所 有 = 1. n, A au. Wt AX SAX 对 某 个 非 零 
X= (1, , c) € C" RE, TCA) MN HAN ELN KH R 
为 


BRE, RH fz SJ Il. (51010) 
要 证 明 ， dd 中 存在 闭 途 径 y, 且 具 有 下 列 三 个 性 质 ; 
(W = (PaPa P P...) 是 非 平凡 半途 径 ， 其 中 


122 B K. = P,,. 

(2) 对 每 个 j= 1, k, WAP, 是 Pout (Py 
中 的 极 大 顶点， [RN > |z=| 
对 所 有 使 PB e Tout (B,) 的 m 成 立 . 


(3) 所 有 x, Z 0, 121, „ K. . 
(5.10.11) 


如 果 y 是 满足 条 件 (51011) 的 闭 途 径 ， 则 由 AX = XX 
a, WEE j=1,---,4, 有 


"n 
(A m ei E" zá = »» 4j. m Gijm Tm: 
msi Py €T out (Ps) 


因而 
La 

Fr er out (Pij) 

< X lu.llzel 
F €T ont (Piz) 


< be- 


P, mm eT ow (Pi, ) 
= Ris. (5.10.13) 


A — 64i; EA = 


(5.10.12) 


MEAE Y 的 所 有 顶点 上 取 不 等 式 (5.10.13) MRE, AA 


h k : 
I! [A - sulle < II Ne, zu] (5.10.14) 
j=l j=1 : 
但 是 
I A — 4 一 II A — att) 
Piet 
Iz; = II Ri. 
j=l Pe 


又 因为 Pa = Pas 还 有 Mines = S, 因此 


Il les, = = li legal * 0. (5.10.15) 
pe 
于 是 ， 由 (5.10.14) 和 (5.10.15) 便 得 
II ^-«4s II R. (5.10.16) 
FE . NE 


A A T(A) 中 的 非 平凡 闭 途 径 ， 所 以 A 必 位 于 区 域 (6.10.9) 
m. 

现在 证 明 ， 必 存在 合 条 件 (6.10.11) fw 0384 y. K AK 
z 0 的 任 一 个 下 标 、 于 是 由 恒等式 


n i f 
Aaa => «mim II ss 


prr P;€T out (Pi) 


Az * O A- an K O 的 事实 知 上 式 左边 非 零 ， 因 而 在 
| Tout (P) 的 诸 顶 点 中 (这些 P, 使 dij 7 0 H ;j= ¿ 因为 T(A) 是 
Mea, K Tout (Fi) FE) 必 至 少 有 一 个 顶点 使 得 相应 的 特征 
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向 量 分 量 2 £ 0. 1 Pa, = N, XM R. K Tout (P4) 中 请 顶点 
中 的 极 大 顶点 ， 即 |z¿| > Emt H H N Pn ET out (Pa) I) m 
N, TRE sa T0. 

假定 上 述 构 造 法 已 经 得 到 长 为 了 -1 的 有 向 路 只 ,已 ,只 
PP, 且 满足 (5.10.11) 的 条 件 (2) 和 (3) G4 k = 2 Bf, En 
完成 了 ). 于 是 


(A 一 eii; i, = > dm - 
Fr er out (Fis) 


HK AE F. AWE Tout (N) 中 一 定 至 少 存 在 一 个 顶点 使 相 
应 的 特征 向 量 分 最 非 零 因此 ， 如 果 选 取 P... Æ Tout (Pu) 的 
极 大 项 点， 保证 有 Zia. z 0. 

因而 T(A) 中 有 有 限 个 顶点 ， 由 上 述 构造 法 依次 取 j= 

„ 最 后 会 得 到 第 一 个 极 大 顶点 F, € Tout (H. :). 它 是 

IXNRX PUS n. fU (2 < p+1 < 9), 因此 ， 
Y = (Pa Pipa N- Pig) & T (A) 中 的 闭 途 径 , HM (5.10.11) 
中 的 所 有 条 件 ， 证 毕 . | 

定理 5.10.6 是 在 T (A) MEN. MARTIN (A) A 
强 连通 ， 即 4 是 不 可 约 的 矩阵 ， 则 Brualdi 定理 是 Brauer 定理 
的 推广 . | 
”定理 5.10.7 (Brualdi [46]) N A = (ay) € M. 是 不 可 的 
的 ， 则 对 每 个 非 平凡 闭 途 径 z € OC), 只 有 当 各 个 集合 


f ec: II l- an II z} (5.10.17) 
H E f Fer 

的 边界 都 经 过 入 了 时， 区 域 (5.10.9) N NA TH EH A 的 特 

gan | . | 

证 ABTA R > 0,1 HA = aá HE £m 1,2, n N 
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立 ， 则 > 不 可 能 在 区 域 (5.10.17) 的 边界 上 ， 因 此 ， 可 以 假定 ， 
If Hi = l. n H A au, 并 且 可 以 继续 用 定理 5.10.6 中 的 
证 法 及 相同 的 记号 ， EM H 入 是 在 区 域 (5.10.9) 的 边界 
上 的 A 的 特征 值 ,， 正如 在 引 理 5.10.3 的 证 明 中 所 表明 的 ， 对 所 
有 的 非 平凡 闭 途 径 yE C(A), 必 满 足 


II ^-«42 II K. (5.10.18) 
Ne Piet 
(上 式 等 号 至 少 对 一 个 7 e C(A) 成 立 ), 把 上 述 不 等 式 与 6. 10. 16) 
II B- = II R. (8.10.19) 
f Prey! Pier 
Step y 是 在 定理 5.10.6 的 证 明 中 所 构造 的 特殊 闭 途 径 , 因此 ， 
(5.10.18) 中 的 不 等 式 必 是 等 式 , 从 而 对 所 有 了 = 1, 2. ., k, (5.10.12) 
中 的 两 个 不 等 式 一 定 是 等 式 ， 特 别 ， 不 等 式 (5.10.13) 必 是 等 
式 ， 因 而 对 每 个 Pey 和 对 所 有 使 P, E Tout (P4) 的 m, 
jzm| = ltu] ci = 常数 ， 这 个 结论 对 适合 条 件 (5.10.11) 的 
fE— FARE 35 RR. 
现 定义 集合 


K (R e TGA): |z |= c = 常数 ， 对 所 有 使 
Pr ET out (Pi) Nm 成 立 }. 


因为 Y 的 所 有 顶点 都 在 K H, & K R. RARE AR T (A) 
的 所 有 顶点 都 在 K P. | 

BEA) 的 顶点 P, 不 在 K 中 .因为 FT(4) BRN, 
故 在 T(4) 中 , M K 的 每 个 顶点 到 这 个 外 顶点 P, 至 少 存在 一 条 
有 向 途径 , 如 果 从 所 有 这 些 有 向 途径 中 选取 长 度 最 小 的 一 条 ， 
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则 它 的 第 一 条 弧 必 是 从 K 中 的 一 个 顶点 到 不 在 K 中 的 顶点 
P, ROM. MAE T(4) 的 顶点 上 用 定理 5.10.6 的 证 明 中 用 过 的 
相同 的 预 序 ， 则 可 使 该 定理 证 明 中 用 过 的 相同 构造 法 ， 从 顶点 
P, = Pj, 开始 ， 选 取 极 大 顶点 Pi, € Tout (Ph) 选取 极 大 顶点 
Py, € Tout (Pah 如 此 继续 . 2 T(A) 是 轿 连 的 (而 且 是 强 连通 
的 ), El. EA Tout (P) 非 空 ， 又 由 于 如 前 所 述 的 相同 
理由 ， 极 小 顶点 适合 (5.10.11) 的 条 件 (3). 

如 果 在 这 构造 过 程 的 某 一 步 ， 在 选取 极 大 顶点 当中 ， 可 以 
选择 在 K 中 的 或 不 在 K 中 的 顶点 ， WAN ANNA K 中 
的 那个 顶点 . 若 在 任 一 步 中 ， 可 供 选 取 的 所 有 极 大 顶点 都 在 天 
中 ， 则 就 在 它们 中 任 选 一 个 ， 然 后 沿 着 ( 必 在 K 中 的 ) KER 
小 的 有 向 道路 到 不 在 K 中 的 第 一 一 个 顶点 上 ， 并 且 如 前 继续 选 
择 极 大 顶点 . 根据 K 的 定义 ，K 中 任 一 条 有 向 途径 将 具有 性 
质 : 每 个 顶点 是 它 的 前 一 顶点 在 Tout 中 的 极 大 顶点 ((5.10.11) 
的 条 件 (2). 因为 KK 的 补 集 只 有 有 限 多 个 顶点 ， -这样 构 造 法 最 
后 应 得 到 K 的 补 集中 的 第 一 个 极 大 顶点 ， 它 是 作为 前 面 某 一 
步 的 一 个 顶点 得 来 的 ， 对 这 个 构造 法 中 的 这 个 项 点， 在 它 第 一 
次 出 现 与 第 二 次 出 璃 之 间 的 有 向 路 将 是 一 条 非 平凡 的 有 向 闭 
途径 , 它 可 能 有 中 则 重复 顶点 ， 这 是 因为 这 个 构造 法 选 出 K 中 
一 顶点 时 ， 我 们 就 选 一 条 由 该 点 到 K 外 一 顶点 的 有 向 和 途径 ， 
在 位 于 K 中 的 那 部 分 途径 中 ， 可 能 有 很 多 条 六 途径 ， 但 是 可 
EM EIn F- TN v", Y" A K f (5.10.11), 且 至 少 包 
A K 中 敬一 个 顶点 . 

EM HAMRE y 适合 条 件 (5.041), 所 以 可 以 用 它 来 代 和 
定理 5.10.6 证 明 中 的 闭 途 径 v 根据 本 证 明 的 第 一 段 中 的 论证 
Sq, 对 所 有 P, € V., jemi = 65, = = 常数, 对 所 有 Pm € T out (Ph) 
NW. WO 中 的 每 个 顶点 在 ch. x" 至 少 包含 不 在 
K 中 的 一 AN HMT H. 这 就 证 明了 F(4) 不 可 能 有 不 在 天 中 
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的 任何 顶点 . 
如 果 y 是 T(4) H- KF FMN (GE), 因为 它 的 所 有 
结 点 都 在 KK 中 ， 所 以 它 合 条 件 (5.10.11). N, THER 
JE 5.10.6 的 证 明 中 前 y, Mf t HT El H ERE (5.10.19) 式 中 的 
T. 这 就 是 欲 证 的 结论 : 每 个 集 (5.10.17) 的 边界 经 过 入 MK. 
由 上 述 定理 ， 可 得 下 列 推 论 
X 510.8 A= (ai;) € Ma, 则 下 列 的 每 一 个 条 件 都 是 
A FEN (可 道 ) 的 充分 条 件 . 
(1) 4 BART A, B 
IT 4!» II R. 
N E- Pie 
对 每 条 非 平凡 闭 途 径 y € C(A) 成 立 . 
(2 4 是 不 可 约 和 矩阵 ， 且 
H ies = II K 
PEN Pey 
对 每 条 非 平凡 闭 途 径 y € C(A) 成 立 ， 其 中 严格 不 等 式 对 至 少 
— FABER. | | 
在 本 节 中 ， 我 们 看 到 了 ; 用 有 向 图 的 组 合 模型 ， 成 功 地 对 
Gerigorin M ERT HE. 这 一 定理 ， 也 可 以 推广 到 分 块 矩 
阵 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 [47] [48]. 


§5.11 M 矩 阵 的 Jordan 结构 


MT AENA NE A, 研究 对 应 于 A 的 最 大 特征 值 的 Jordan 
不 变量 ， 是 一 个 重要 的 课题 ， 由 Perron-Frobenins 定理 ( 见 第 一 
X), 我 们 知道 : A 是 不 可 约 阵 , 其 最 大 特征 值 是 一 个 单 根 ( 代 
MERE 1), 因此 问题 不 太 复杂 . HA 是 可 约 阵 ， 则 与 最 大 特 
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征 信 对 应 的 Jordan 结构 和 结合 4 f SERS FEAR Aa EJ El St Ni N 
”有 密切 联系 . 如 果 p 是 4 的 一 个 特征 值 . WA 0 UE B = pI- A 
的 一 个 特征 值 , 并且 和 矩阵 E ANR. u BIA. 42 0, 
p 大 于 或 等 于 ADM E E A), RIE N M- AE. 关 
T M 矩阵 的 充 要 条 件 已 有 五 十 种 以 上 ， 读 者 可 参阅 有 关 矩 阵 
论 专著 . 

Bl, KH K SEF n Jordan 结构 时 ， 涉 及 到 奇异 阵 
M- 矩阵 是 十 分 自然 的 . 

从 $24 的 讨论 中 ， 我 们 知道 ， 一 个 mn xn HAN 4 可 以 全 
换 相似 于 Frobenius 标准 形式 .在 本 节 ， 我 们 不 妨 设 4 是 下 列 
标准 形 . | 


411 0 see 0 

An Az ce 0 | 

A=| OP ` +` (5.11.1) 
N Ap "m Ut App 


这 里 , 对 角 块 Aust Ayr 是 不 可 约 的 . TÉ, A 的 有 向 图 
G(4) 有 ?个 强 连通 支 ， 每 支 对 应 于 (5.11.1) 的 一 个 对 角 块 ， 即 
把 强 连 通 支 编号 为 1,2,…,p: 现在 ， 我 们 在 集 (P) := {1,.…,p} 
上 定义 一 个 偏 序 (partial order) WF: i,j € (P). 定义 i=<j 
G >= i) HANH í = j AGA) 存在 一 条 从 第 5 个 强 连 通 支 的 
一 点 到 第 i 个 强 连通 支 的 一 点 的 一 条 路 ， 或 说 7 达到 (access) 
GR iA; 到达). 而 i- < j RN iE IH. 这 种 偏 序 
我 们 又 称 为 4 的 可 约 图 (reduced graph) R(A), 它 是 一 个 不 可 
OMA. RA) 的 一 条 长 为 上 的 链 是 一 个 + 个 项 点 的 序列 
(à: ` TIE 使 得 


和 > > ote 


RATT ERE SCR AR G, ficilis; 当然， 
ZX. 


ATAARE, (IR (5.11.1), 我 们 往往 定义 
mi=0 A H A; =0 
% ³ 1 Mi-jH Ay £40 
并 记 Ri; = MAX Yih Yht“ "fai: 这 里 ， 最 大 值 取 遍 所 有 序列 (i, h, m 
这 等 价 于 | 
1 j=<i 
Ri; = { 


lo KR. 
对 任 一 个 分 块 阵 A= (Aij), ij 2 1, rk, BR 


k 


Y Rin Bj 2 R; 2 RaRy, 181 Sk, (5.11.2) 
hi 
k 
LR 2 Rꝗ 2 mer v R,, — 3⁄ (zj. 
h-lgi he 
, (5.11.3) 


一 个 非 负 方 阵 A, 记 p = p(A) 是 4 的 谱 半 径 (Perron- 
Frobenius H). 矩阵 À = AL P (P 是 非 负 阵 ) 称 为 2- 矩阵 ， 如 
JR À > O), 此 z- 矩阵 称 为 M- 矩阵 ， 对 一 个 非 负 和 矩阵 P, 考 
SOUS MAE IC ERE M- BE A= H- P, 在 研究 初等 因子 
时 更 为 方便 .， 

对 于 一 个 形 如 (6.11.1) e AE P = (B). 51 102 
„p. & pi = pi(P) = p(Px), i= 1. 2, p. 一 般 ， 我 们 称 块 P 
为 第 i 个 顶点 , TAN A= PI-P, 4p, = AH. RA) 中 的 顶 
Ki N N 顶点 . 一 个 图 RA), 车 每 个 顶点 用 对 应 的 Frobenius 
根 标记 , 则 这 个 图 称 为 了 的 标记 可 约 图 (marked reduced graph), 
记 为 R(P). HU A = pI- P —^- M- BE, M RP) 的 一 个 
顶点 称 为 RCA) 的 奇异 顶点 (singular vertex). 但 因 R(P) = R(A), 
故 也 可 称 R(P) 的 p 顶点 为 B(A) 的 奇异 顶点 . 
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0. 


fA 5.11.1 


1 

e 
2 e oco 
o o oc xo 
= @ >o o D 


-b -c —1 -i 


A abc 是 非 负 元 ， 易 见 4 是 一 个 M- SH. 我们 把 0 表示 
奇异 顶点 。 x 表示 非 奇异 顶点 ， R(4) MN N FK. 


6 


5.11.1 


R(A) 的 一 个 顶点 i 称 为 终点 (或 始点 ), 如 果 在 RA) 中 不 
Fx j, j— < í (j i). 对 于 一 个 Frobenius 标准 式 的 矩阵 
A, 顶点 1 总 是 R(A) 的 一 个 终点 ， 且 顶点 p 是 一 个 始点 . 在 
R(A) 中 ， 对 应 于 终点 的 块 hss EN h f M (row isolated) 

对 于 非 负 和 矩阵 P, 图 R(P) (或 Z- 矩阵 4= M — P 的 可 约 
图 ) 的 一 个 顶点 i 称 为 特异 顶点 (distinguished vertex), 如 果 在 
RCP) 中 每 当 i- < 了 了 时， 总 有 p: > py. 于 是 ， 一 个 M- 矩阵 的 
奇异 顶点 ;是 特异 的 当 且 仅 当 i~ <j j LII. 

一 个 非 负 矩 距 P, MK P > 0 IB P # 0 (这 里 记 为 P > 0), 
称 了 为 半 正 的 (semipositive). 如 果 P 的 所 有 元 素 都 是 正 的 ， 则 
称 P 是 严格 正 的 (strictly positive), 3329 P > 0. 对 于 R^ 的 向 
量 ， 也 有 类 似 的 定义 . 
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HIER, Siri Sk, -ARTAPEN A 
| 一 个 严格 正 的 特征 向 量 与 它 的 Perron-Frobenius 根 相 对 应 ， 现 
在， 我 们 考虑 半 正 特征 向 量 的 存在 性 问题 . 

我 们 考察 M- 矩阵 ， 先 证 明 下 列 引 理 ， 

5 5.11.1 VEA (Ayh 6j =1,---,p, 是 一 个 Frobenius 
标准 形式 的 M. 矩阵 ， X = (zr. . æ r) 是 与 4 分 块 一 致 的 
列 向 量 (z, 可 能 是 向 量 ) 对 于 某 一 个 ae (p) B h> a, > 


* = 0 Ria = 0, 


. (5.11.4) 
z; * O A Ra =1, i= 1. k — 1. 
* 0 
y= 
i- . . (5.11.5) 
yi = — Dyer A157. i = 2, „ | 
则 
= O AH R = 0. 
y^ EE | (5.11.6) 
ya > 0.34 Rha =1, 


证 显然， Vn 2 O, ys 二 0 当 且 仅 当 Arje, —0,j =1,---,h- 
1, NY A, jz; <0,j 二 1,… h- 1. 于 是 ， 按 zj HRM, y, =0 
当 且 仅 当 | 


** Rr = O, j=1, b 1. (5.11.7) 
XAH h< j, yu = 0, 我 们 有 
h-1 p 
X rng R;a = Y Yhi ja 
Lj 


j=l 312i Jun 
且 
max thy Ria = max nj jo. 
| B k Z a, 由 公式 (5.11.3) 容易 证 得 : (5117) 成 立 当 且 仅 当 
Rao = O. 引 理 得 证 ， 
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现在 ， 我 们 用 R(A) 描述 半 正 特征 向 量 的 存在 性 . 
定理 5.11.2 (H. Schneider [49]) | N A= (A.)) 4, = 1, , p, 
是 一 个 有 标准 形 (5.11.1) 的 M. EH, a 是 RA) 的 一 个 特异 
MA. ME TME XG. D 使 得 4X =0 且 — 
| (o haa 
【=0 K (B R. =0) 


( 即 条 件 (5.11. 4)). | | 
证 RX X- NIR K, y = (V, PDT 满足 (5.11.5) 
式 则 4X = O AAN 


Aua, = h, i , 2, p. (8.11.8) 


现在 , Tr. = 0 < a. 

AERA, N NAH M- EN A. 有 一 个 严 
， 格 正 的 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 x。， AA 是 标准 形 , 故 当 i<a 
时 Ria = O, X Raa = 1. WU mier. MÆ (5. 11.4). 

用 归纳 方法 , Ni. . . -I, h > a, M (5. 11.4). HN. ,yn 
满足 (5.11.5), W y, 也 满足 (5.11.6) (BIĦ 5.11.1). FR. # 
Raa = 0, NI ya = 0, HH zx = 0, Nl zx 满足 (5.11.8), š = h. 

E Rna = 1, M yn > O, HH a ERRA N A 是 非 奇 异 
的 . 

我 们 知道 , 一 个 非 奇异 不 可 约 M- 矩阵 的 道 是 严格 正 的 . 
AK. Kan Attys, 则 zx > 0, H z, 满足 (5.11.8), š = h. 

由 归纳 法 ， 定 理 便 得 证 - 

事实 上 ， 定 理 5.11.2 的 向 量 X, EARN BMH. 

由 此 定理 ， 不 难得 到 下 列 推论 . | 

X 5.11.3 ”一 个 奇异 M- 矩阵 有 一 个 对 应 于 特征 值 0 的 
半 正 特征 向 量 ， 
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证 HO M- JBEERO— TASHA a, 则 由 定理 5.11.2 
便 得 结论 . 

K 5.11.4 K A A T M. Af, i, . J E RIA) 的 
SRA, WR RCA) 中 没有 一 个 奇异 点 可 到 达 其 它 奇 异 点 ， 则 
A®s 个 线性 无 关 的 对 应 于 特征 值 0 的 特征 向 量 21,…,z*, 这 
E ri 满足 (5.11.4), 这 时 a = y. 

证 ”定理 5.11.2 已 证 明 : A= BF, 满足 (5.11.4) 的 特 
征 向 量 z, j = 1,-…,s, 的 存在 性 ， 设 


Y = 0. 
h=1 
Mj, MF i = 1. . o, H y 0 
a =, HAG = M, k AGH, Ra, = 0 (a 是 特异 点 ). 
WM k Z J. gh = 0. 于 是 Ajai = 0. 由 zj #0 (a À; = O, Bil 
zi, Ut „ 线性 无 关 . TEE. i 
我 们 用 一 些 很 简单 的 例子 说 明 上 述 结论 . A 是 一 个 奇 
FE M. 矩阵 ， 它 的 Frobenius 标准 形式 有 两 个 对 角 块 . 如 果 
我 们 仅仅 区 别 奇异 或 非 奇异 顶点 ， 则 RA) 有 5 种 不 同 构 的 情 
JE. 我们 下 面 用 2 x 2 GF M- GEREN AREA PRR 
些 情形 . | | 
B 5112 K A K M. N 


«pj 


02 X; 


R(A) 是 
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Wi 是 唯一 的 特异 点 , 且 
x 0 
* 一 

0 


是 对 应 于 特征 值 0 的 唯一 特征 向 量 ， 注意: 1 =< 1 但 2 不 能 


到 达 1 
例 5.11.3 K 
_ 0 0 
( 60. 
R(4) 是 | | 


则 1 和 2 是 奇异 顶点 ， 但 仅 有 2 是 一 个 特异 顶点 . 


-() 


是 唯一 的 一 个 对 应 于 0 的 半 正 向 量 . 
作为 定理 5.11.2 的 一 个 应 用 ,还 可 以 证 明 一 个 非 负 和 矩阵 P 
的 严格 正 特征 向 量 的 存在 定理 {可见 [50] Vol. II. p. 77). 
N 5.11.5 N AR MEE, I FIA EN S829 0r 
i 
(a) FFT NHL X, XO H AX = 0. 
(b) R(A) 的 奇异 顶点 的 集 等 于 RA) HAAR. 
我 们 考察 一 个 随机 矩阵 P, 对 应 于 特征 值 ， 它 有 特征 向 量 
(1, 1, , 1) T. 因此 ， 由 系 5.11.5, P W E BS TERR (b). 


#45114 # 
10 0 
A= . 
-1 1 


| 556. - 


o 


R(A) 是 
2 


Fr = (1,1)7, MX NOH AX =0. 1 是 唯一 的 奇异 点 ， 又 是 
R(A) 的 唯一 终点 ， 于 是 系 5.11.5 的 (b) RE. 

现在 ， 我 们 再 明确 一 些 关 于 和 矩阵 谱 性 质 的 术 兰 ,在 这 里 ， 
我 们 考虑 的 都 是 M- 矩阵 A 和 特征 值 0 的 情形 . 

Wt 4 是 一 个 M- FHR. A 与 特征 值 0 相关 的 Jordan 块 
oi, ,,, 此 处 mi 2 > z, > 0, W| A 的 Segré 特征 (Segré 
characteristic) 是 序列 (oi. , c.). ATF 0) 的 Jordan J(A) 
是 由 a 列 * 组 成 的 图 , 其 中 第 了 列 MAI) Ae, 个 JA) 
的 行 长 的 序列 (un, , wu) (由 下 自 上 读 ), 称 为 A 的 Weyr 特征 
(Weyr characteristic), 这 里 wi 2 … > w, > 0. MA, wi . 
是 所 谓 A 的 零 空间 (null space) Ker (45) 的 维 数 ，k = 1,…, u. 
JA) 非 空当 且 仅 当 0 是 4 的 特征 值 . 

A 的 指数 (index) ind (A) 是 Segre 特征 的 第 一 项 ai, 即 最 
X Jordan HHH {同时 也 是 Jordan ene. 于 是 ind(A) > 0 
当 且 仅 当 0 是 4 的 特征 值 ， 否 则 ind (4) = 

fl 5.11.5 AA A APRETAR O d Jordan B 
它们 的 规格 分 别 是 3.221. 于 是 J(A) 是 


* 


x 


* * * 


* ks * * 


A ff) Segré 特征 是 (3,2,2,1), Weyr 特征 是 (4,3,1), ind (A) = 3. 

A 的 广义 特征 空间 E(A) (generalized eigenspace) 是 零 空间 
Ker (A*), & u ind (A). A 的 一 个 长 为 大 的 Jordan 链 (Jordan 
chain) Æ k 个 非 零 向 量 A 的 序列 X, (C-A) X... (A)! x, 使 
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18 (C AX = 0. E(A) 的 Jordan & (basis) Æ E(A) 的 基 , E HN 
应 于 0 的 Jordan 链 的 并 组 成 ， 一 个 Jordan & ($£) 是 半 正 的 ， 
如 果 此 基 ( 链 ) 的 每 个 向 量 是 半 正 的 | 

W RIA) 的 奇异 顶点 为 ci „0%, m «x os 奇异 图 
S(A) 是 有 顶点 集 {21 , a] 且 由 RA) 导出 的 偏 序 所 成 的 一 
个 图 ， 即 在 S(A) 中 o; =< o; 当 且 仪 当 在 R(4) 中 有 同样 的 关 
RRL. 

车 对 S(A) 的 每 个 顶点 j, 有 关系 i=< j 的 顶点 i 的 集 是 线 
FF (linearly order), 则 S(A) 称 为 根 林 (rooted forest), 在 图 中 ， 此 
林 是 由 最 上 的 顶点 往 下 生长 的 ， | 

现在 ， 技 水 平整 理 S(A), 即 在 最 低 的 一 行 A, B (A) 的 
最 大 元 (在 序 =<). 注意 到 ， Ai 的 元 是 R(A) 的 特异 顶点 ， 再 
往 上 一 行 ， 放 SCA) VA: RAT, mie, HBH 


j-1 
= {scan U^ SAX) j22,9.-. 
去 掉 稍 头 ， 称 所 得 到 的 图 为 水 平 图 S,(A), (level diagram). K. 
S. (A) 的 水 平分 别 标 上 1, . h, RIIK h Æ S. (A) 的 高 (在 水 
平 图 中 ， 水 平 由 下 而 上 计算 ， S. (A4) 的 高 是 RA) 中 奇异 顶点 
链 的 最 大 长 度 ). 记 A, 的 基数 是 yr k = I, . . S. (A 的 行 长 
度 序列 (u. . yn) 称 为 A 的 水 平 特征 (level characteristic). 

E SCA) 上 定义 一 个 后 继 算 子 (successor operator) A, N 2 < 
* SHA A, 的 一 个 子 集 WW AQ) 由 所 有 属于 Ar 的 这 
样 的 顶点 了 组 成 ， 使 得 对 某 个 ie O, 在 S(A) m í =< j. 

8i 5.11.6 . 设 S(4) 是 一 个 根 林 .。 8.(4) 如 例 5.11.5 的 
H. 我 们 有 Ar= {5,6,7,8}, A2 = {2,3,4}, As = {1}. 于 是 A(1) = 
{2,3} 48 7 é A(1), A{2,3} = (5,6). S. (A) ff N h = 3. A 的 水 
TREE (4,3, ). 
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图 5112 


现在 ， 我 们 考察 4 的 Jordan 图 和 水 平 图 的 关系 . 在 证 明 
RAISERMEN, SERTA 

3/38 5.11.6 = (Ag), šj = 1,- p H 
奇异 M. AK. M. J., 其 中 ya < yj 是 4 的 奇异 顶点 ， 
车 存在 对 应 于 特征 值 0 的 4 的 m 个 线性 无 关 特 征 向 量 ， 则 对 
每 个 整数 n, n < m, FED n 个 这 样 的 向 量 ， 使 得 对 于 某 个 
í S Yate ms 第 i 个 分 量 (向 量 块 ) Aim. 

i 车 datam = = p, 结论 显然 f 

X em € P, Wal, oe” 是 对 应 于 特征 值 0 的 线性 无 
关 特 征 向 量 , EN NH Fi =I. Inte mi n, „m, zÍ = 0. 

d = qanm + 1, 向 量 CE jenem, 形成 
m 一 nn 十 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 它 们 对 应 于 矩阵 B = (Au), 
ij=m op 的 特征 值 0. 但 是 在 B rh, o 的 重 数 等 于 奇异 点 
的 个 数 ， 且 等 于 m-n KHS HFH. FK. 

引 理 5.11.7 K 4 (Aij), 1, = 1, „ 是 一 个 奇异 M 
矩阵 标准 形 。 mm < … <1. 是 奇异 顶点 ， 若 4 有 对 应 特征 什 
o La eh ria k. m. 一 个 这 样 的 特征 向 量 


Nr, „, 使 得 ` ! 
sso | 


(5.11.9 | 
| HAR isy Gau 


这 里 7 了 = 18 
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证 设 z!,…,z* 是 对 应 于 0 的 线性 无 关 特 征 向 量 . x 
i< , 2 = 0. HA í = 6;, 27 40, W 则 对 i= 6;, Anzi = 0. HK ö, 
BARBA. TE, Bion, 2 b, 1 1... H13[38 5.11.6, 
Km = n =I, WP Hi =, # 40 

我 们 可 以 归纳 地 假设 ， 有 对 应 于 0 的 线性 无 关 特 征 向 量 
zl... r”, zul. . 24, 使 得 

(a) 对 了 = ,.. n, (5.11.9) 成 立 . 

(b) Fi < ya 8 0, J = n 1, ,. 4a-,Hl 
Aat; = Aaazd = 0, j =n＋ 1. . . . 因 一 个 不 可 约 奇 措 M. 85 
阵 仅 有 对 应 于 0 的 一 个 线性 无 关 特 征 列 向 重 ， 于 是 


25 Aj xa, 12 n TI, s. 


M, jan T1, 6 | | 
向 量 z1,…,z* 是 对 应 于 O 的 线性 无 关 特 征 向 量 ， 且 若 i Sn, 
21 0, j n 1. 于是， 按照 本 证 明 开头 的 注 记 ， 若 
i < a+, M el =0, j— n 1-8. 由 引 理 5.11.6, 便 知 ， 存 在 
一 个 j>n+1, 使 得 当 i = y. int of Z 0. 

Ë j =n +]1, WJ 

(a) WF = 1,...,n + 1, (5.11.9) MX. 

(b) Ë i< yaru af = 0, Jun 2, 
由 归纳 法 ， 此 引 理 得 证 ， 

3105.118 RAB 一 个 不 可 的 的 奇异 MM- 和 降生 AX > 
0, 或 0> AX, MAX = 0. 

iE H A 是 不 可 约 M- BE, 故 存在 行 向 量 LET 使 . 
uTA =0. 
于 是 ， w'AX = 0. Hy AX 2 0 (< 0), v7 > 0, f AX = 0. 
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T RIA H. Schneider 证 明 的 一 个 定理 ， 在 这 里 用 
有 向 图 的 语言 表述 它 ， 
. 定理 5.11.9 (Schneider H9) KN A= (A.), i, 1, „ 
是 一 个 标准 形式 的 奇异 M. 矩阵 ， 则 下 列 命题 等 价 . ' 
(a) 对 应 于 特征 值 0 的 Jordan 块 均 有 阶 1, BY Segré 特征 是 
(1... „)). 
(b) K R(A) 中 ， 没 有 一 个 奇异 点 到 达 其 它 的 奇异 点 ， 即 奇 
异 图 5(4) 是 平凡 序 (trivially order). 
证 设 5 是 BR(4) 中 所 有 奇异 点 的 集合 ，3 = [m Y) 
By 4. 
对 应 于 特征 值 0 的 Jordan 块 均 有 阶 1 当 且 仅 当 这 个 特征 
值 有 s 个 线性 无 关 的 特征 向 量 - 
X S(4) 是 平凡 序 ， 则 由 系 5.11. 4. 4 对 应 于 特征 值 0 有。 
ARETE En A 
NZ, NOH s 个 线性 无 关 特 征 向 量 zt, Al 
理 5.11.7, 可 设 这 s 个 向 其 满足 (5.11.9)， 如 果 对 某 个 o,8 € 8, 
a # p, 有 a- < B (Bl Rg. = 1), 我 们 将 导出 矛盾 . 只 上升 选择 
a, B, 使 得 Rapa =1,86>a 且 8-a<P -a 对 所 有 oo',P'€ 5, 
o! AP B Rea =I NX. 
a SYS 5 S b, J. e S, M Rey =0, RAY =o B 6=8. 
E B= (40% i,j a, , 6-1. X ñ < ñ: «5, BRB) 的 奇 
RIA. TI = a=. H K 5114. HA PEE y Tf. 
无 关 的 对 应 于 0 的 特征 向 量 (22,-- GE) „ 1. 5 X 
H Zh 满足 (5114) (HWA. H bn He a), i a, 8- 1. 因为 
E B ATER 0 RE 7, B 的 对 应 0 的 任 一 个 特征 向 量 是 
ER y 个 特征 向 量 的 线性 组 合 . 
Baa (C. eb) 是 了 的 对 应 于 特征 值 0 的 特 
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Ar n) . Ka = Pier Zt, í = a, 5 — 1. ET zi #0, 但 当 
. 2. „% BY, Za = 0, M AI Z O0. 
TRO E 
ipezh = 》 nv, 
EL 
这 里 
D=- E uz h =1, . 
2 1. . 01 U, & 27 0, HBIB 5111 可 得 到 
25 0, Ra =l 
ys 0, Re, = 0, I 
这 里 7 = 65. 因此 
yg > 0, fB y$ = 0, = 2, 
于 是 
Aarh = days 


或 者 
Appr, > 0, 或 者 0 > Agorh. 


但 由 引 理 5.11.8, 这 是 不 可 能 的 - 

FR, 便 导 出 : 任何 o, B e 8, o BR Roa =0, 即 奇异 图 
S(A) 是 平凡 序 . EK. 

由 定理 5.11.9 可 知 ， 水 平 图 S.(A) 形 如 


当 且 仅 当 Jordan 图 J(4) 有 同样 的 形状 . 
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车 RCA) 的 所 有 奇异 顶点 都 是 终点 (或 始点 ), 则 定理 5.11.9 
的 命题 (b) 成 立 ， 于 是 定理 5.119 可 以 推广 为 一 个 我 们 熟知 的 
结论 : 对 于 一 个 随机 矩阵 ， 所 有 对 应 于 特征 值 为 1 的 Jordan A 
都 有 阶 1. 

Æ S(A) 是 平凡 序 , WJ R(A) 的 所 有 奇异 顶点 都 是 特异 的 ， Hr 
定理 5.11.2, Ker (A) 有 一 组 半 正 向 量 zz k = 1, . , 9, 作为 基 ， 
它 满足 条 件 (5.11.4). 

例 5.11.7 NA H 5.11.1 HN, DU su) 是 


03 94 


因此 ， 8.(4) RI J(A) 是 


* * 


XT Weyr 特征 与 S(A) 的 关系 ， H. Schneider 还 证 明了 下 
RER. 

定理 5.11.10 (H. Schneider [49]) 设 4 是 一 个 M- , 
下 列 命题 等 价 . 

(a) 对 特征 值 0, 存在 至 多 一 个 Jordan 块 ， 即 Weyr 特征 是 
(1,-..,1). 

(b) 奇异 图 S(A) 是 线 序 的 . 

因 篇 幅 关 系 ， 我 们 不 打算 证 明 此 定理 ， 其 证 明 技 巧 类 似 于 
定理 5.11.9, 有 兴趣 读者 可 参见 [49]. 

简 言 之 ， 上 述 定理 表明 : KFA S. (4) 形 如 


* 


* 


* 


4 AR Jordan BARA MER. 
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34 5(4) 是 线 序 时 , 对 EA) 我 们 可 以 选择 一 个 半 正 Jordan 

* (一 个 Jordan K). 
51 6.11.8 A M. ANR 

| 1 0 0 


I 

e 

e 

° 
ce — ° 


-e -v -w 
— —e -f -9 


这 里 ， 主 对 角 线 下 的 所 有 元 是 非 正 的 ， 或 ww > O BR s 0, W 
S(A) 是 j 


= © Oo a 2 


4 
因此 S. (A) 和 J(A) 是 


* 


于 是 ， 恰 有 一 个 Jordan Jk (对 值 0). 它 必 是 x 2 阶 的 . 

1975 f£, Rothblum 导出 了 一 个 更 一 般 的 定理 . | 

定理 5.11.11 (Rothblum [51] 4 的 特征 什 为 零 的 指数 
ind (A) 等 于 . (A) 的 高 h, BD, RAY 中 奇异 顶点 的 最 长 链 的 
KERN. 

这 一 定理 又 称 为 Rothblum 指数 定理 , "E RT AF HH XE 5.11.9 
和 5.11.10, 因此 ， 也 可 以 看 作 上 述 两 个 定理 的 拓 广 . 

出 定理 5.11.9 和 5.11.10 的 条 件 (b), 都 可 导出 


8. (A) = J(A). 6.1.10) 


* S(4) 有 4 Nx. 可 以 证 明 ( 见 [49]): 若 ? < 3, 则 S. (%) (因而 
S(A)) 确定 J(A). 事实 上 ， 对 于 这 样 的 % (5.11.10) 成 立 ， 除 非 
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S,(A) 是 


ER, 500 =S. (ar). 
我 们 给 出 一 个 例子 证 明 : 对 9 = 4 存在 两 个 M- 矩阵 ， 满 
E. S(A) = S(B) 但 J(A) # J(B). 


45.119 N 
0 0 00 
0 0 00 
A= 
-1 -1 0 O 
-a -1 0 0 
XH. a > 0, Bi) SCA) JE 


图 5.11.3 
因此 ， 8. (a) 是 
| * * 
* x 


Ea # 1, 则 有 两 个 规格 为 2 的 Jordan 块 ， 于 是 J(A) = S. (). 
但 对 于 a = 1, Segré 特征 是 (2,111). 对 于 J(A), 有 一 个 例外 情形 
* * *. 

XT (51110), 我 们 还 有 | 
定理 5.11.12 (Richman, Schneider [52] NT A- 
的 有 向 图 ， 下 列 命题 等 价 : 


565 


(a) 对 满足 S(A) = T 的 M- 矩阵 A (规格 不 限 ), H S. (4) = 
J(A). | | 
(b) 34 K =2,...,h (8. (4) HN) 时 ， 有 T 的 水 平 A 中 不 
存在 非 空 不 交 子 集 P,Q, 使 得 A(P)= A(G) 

因为 根 林 满 足 定 理 5.11.12 的 条 件 (b), 我 们 有 

A 3.11.13 NAA M. MH, 5(4) 是 一 个 根 林 ， 
则 S. (4) = J(A). | | 

一 般 情况 ， 5S(4) 不 能 确定 JA), FA, H. Schneider ([53]) 
提出 下 面 的 一 些 问题 : | 

问题 1: S(A) 和 J(A) 是 什么 关系 ? 

问题 2: 8. (4) = J(A) 何 时 能 成 立 ? | 

问题 3: 给 定 5(4), 对 于 一 个 M- 矩阵 B, 有 什么 样 的 J(B) 
才能 使 SC4) = 5(B)? 

”问题 4: 给 定 7(4), 对 于 一 个 M- 矩阵 B, 有 什么 样 的 S(B)， 
才能 使 J(B) = HA)? | 

近年 来 ， 对 上 述 问题 的 研究 ,已 吸引 了 一 些 学 者 的 注意 ， 
得 到 了 某 些 进展 ( 见 [54], 但 要 得 到 问题 的 完全 解决 ， 似 乎 还 

为 时 尚 远 ， 
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R 
入 生成 树 ............. §4.7 
B Hall EM 83.8 
弱 本 原 指数 ........... 83.8 


弱 完全 不 可 分 指数 ... $3.8 


弱 不 可 约 ............. 85.10 
| 8 
RHI... 91.5 
E NJ... $4.8 
EM. $4.8 
BTA MARRE 84.5 
ENT. 94.7 
SNN 94.9 
NMH... 92.8 
T 
E NNW... 81.1 
特征 方程 Ld d LL. 51.1 
4 E K.. 91.1 
特征 值 .….............. $1.1 
MJ... 51.6 
H F.. 91.3 
PAR SN. 91.2 
图 的 积 运算 ..…........ $1.2 
BI ET. 94.8 
HMR... 91.3 
团 数 eee ee §4.8 
w 
完备 边 消去 概 型 .……. 95.8 
完备 顶点 消去 概 型 ... 85.8 
完备 消去 二 部 图 .….. . $5.8 


. 577 . 


完备 消去 序 ......…. vee $5.9 


I $4.8 
完全 大 等 价 分 拆 82.9 
完全 不 可 分 指数 ..,.…. 83.8 
完全 不 可 分 阵 ........ 82.3 
PMR 2............... $4.9 
XB ................ $5.2 
T 95.8 
无 向 圈 平 衡 条 件 ，..….….… $5.1 
X 
[| ARM . 85.8 
HII 85.8 
线 图 .................. §1.5 
线 秩 .................. $2.2 
相抵 变换 ............. $2.1 
相似 变换 ............. $2.1 
相 异 代表 系 ........... $4.2 
项 秩 . 92.2 
Y 
严格 Hall 指数 ........ $3.8 
严格 完全 不 可 分 
MJ. $3.8 


„ unnin 
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优化 代表 ............. $4.9 
4S. 84.5 
L| F P: ...... 85.1 
NM W —yU— 94.7 
约 化 邻接 阵 ........... $1.2 
约 化 相伴 二 部 图 ...... 81.2 
Z 

EH... 81.2 
正 交 变换 ............. 82.1 
正 交 代表 ............. $4.9 
EN $5.9 
主子 矩阵 .........,... $1.2 
I. 92.9 
组 会 相似 ， —— — 85.2 
Aas SEHEN 5 5 
最 大 (最 小 ) 9- 逆 图 .. 

XNA. 122 
最 大 密度 ....,..,..,.. 83.6 
最 大 密度 指数 .………:. 83.6 
最 小 初等 二 部 图 ...... 82.5 
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